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I Wielkopolska Liga Matematyczna

A1l. Ciag (a) liczb catkowitych dodatnich spehia dla kazdego n catkowitego dodatniego warunki
aop = 3a, — 1, Qo1 = da, + 1.

Wykazaé, ze cigg ten jest Scisle rosnacy.

A2. W czworokacie wypuklym ABCD spehiony jest warunek |AB| = |BC|+ |DA|. Dwusieczne katow ABC
i DAB przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié, ze |CP| = |DP].

A3. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnig. Tréjkat réwnoboczny o boku n rozcieto na t trojkatow rowno-
bocznych o boku 1 oraz pewna liczbe rombow o boku 1 i kacie ostrym 60°. Udowodni¢, ze t > n.

Ad4. Liczby a, b, ¢ s catkowite dodatnie, przy czym a? +b* = ¢2. Dowies¢, ze ¢® + 2ab jest calkowita i ztozona.
B1. Z kostek domina o wymiarach 2 x 1 utozono kwadrat. Udowodnié¢, ze z pewnych dwdch kostkek utozony
jest kwadrat o wymiarach 2 x 2.

B2. Liczby m i n sg wzglednie pierwsze. Wykazac¢, ze réwnanie
a4+ bt =c"
posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan w tréjkach (a,b, c) liczb catkowitych dodatnich.
B3. Dany jest tr6jmian kwadratowy T'(x) = x? + 4x + 2. Dla liczby calkowitej dodatniej n definiujemy
Px)=T(T(...T(x)...))
(we wzorze T' wystepuje n razy). W zaleznosci od n wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste z, spetniajace
rownanie P,(z) = 0.

B4. Na boku AC tréojkata ABC wybrano punkt (. Punkt P jest érodkiem odcinka BC'. Odcinki AP i BQ
przecinaja sie w punkcie 7. Punkt R jest $rodkiem odcinka AT, natomiast punkt S lezy na odcinku BT
i spetnia réwnosé |BS| = |QT|. Dowies¢, ze prosta PS jest réwnolegta do prostej QR.

C1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p + 8 jest podzielna przez {\/ﬁJ
(Symbol |z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od x.)

C2. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwiekszg mozliwg liczbe szachowych wiez, ktorg mozna w taki sposob
ustawi¢ na szachownicy o wymiarach n X n, by speliony byl nastepujacy warunek: jesli jedna z wiez jest
szachowana przez dwie inne, to wszystkie trzy stoja na jednej lini.

C3. Dany jest trojkat ABC. Okrag o érodku D jest styczny do odcinka BC' oraz do prostych AB i AC
w punktach lezacych poza trojkatem ABC. Wykazaé, ze prosta AD przechodzi przez srodek okregu opisanego
na trojkacie BCD.

C4. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetniajg nastepujace réwnosci:
a+b+c=1T7, a-b-c=064.

Dowiesé, ze max{a,b,c} > 8.
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A1. Najkrotsza przekatna dziewieciokata foremnego o boku a ma dtugosé d. Udowodnié, ze jego najdtuzsza
przekatna ma dlugosé a + d.

A2. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d, e speliajg réwnosci
at+b=c+d+e, a>+ 0+ =d*+ e

Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb a, b jest ztozona.

A3. Mamy 60 zetonow, kazdy o wartosci 2,3,4,5 lub 6 ztotych. Wykazaé, ze mozna wyplacié¢ tymi zetonami
kwote 60 ztotych, bez koniecznosci rozmiany.

A4. Liczby dodatnie a, b, c spetniajg warunek a + b + ¢ = 1. Dowies¢, ze zachodzi nast¢pujaca nieréwnosé:

Va—bc+Vb—ca+Ve—ab< \/5,
o ile liczby wystepujace pod pierwiastkami sa nieujemne.
B1. Udowodni¢, ze dowolny wielo$cian wypukty ma parzysta liczbe Scian bedacych wielokatami o nieparzystej
liczbie bokow.

B2. Dany jest okrag o; i jego cieciwa AB. Okrag oy jest styczny wewnetrznie do o w punkcie C' oraz do
odcinka AB w punkcie D. Wykaza¢, ze C'D jest dwusieczna kata ACB.

B3. Wielomian a,z" + a,_12" ' + ... + a1z + ay nazywamy palindromicznym, jezeli a, # 0 oraz
ap = an_ dla £ = 0,1,...,n. Udowodni¢, ze iloczyn dwoéch wielomiandéw palindromicznych jest takze

wielomianem palindromicznym.

B4. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite dodatnie m, n, spetniajace réwnanie mm = (2n2)”2.
C1. Funkcja f : R — R spehia dla kazdej liczby rzeczywistej x zaleznos¢

fl@) = f(f(x)) + =

Udowodni¢, ze funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

C2. Rozstrzygnac, czy istnieje ciag liczb catkowitych dodatnich, spetniajacy nastepujace wtasnosci:
1. Kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w tym ciggu doktadnie raz.
2. Kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest dzielnikiem lub wielokrotnoscia poprzedniego wyrazu.

C3. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABCD. Wykazaé, ze jesli |PBA| = |<PDA|, to réwniez
|<PAB| = |9 PCB|.

C4. Plaszczyzne podzielono na tréjkaty rownoboczne w ten sposéb, ze w kazdym wierzchotku (bedziemy dale;
nazywaé je weztami) spotyka sie sze$¢ trojkatow. W kazdym wezle znajduje sie lampka, natomiast na kazdym
trojkacie jest wiacznik, ktory zmienia stan lampek znajdujgcych sie w weztach bedacych wierzchotkami tego
trojkata (zgaszone zapalaja sie, a zapalone gasna). Rozstrzygnaé, czy zaczynajac od sytuacji w ktérej wszystkie
lampki sa zgaszone, mozemy doprowadzi¢ to tego, by palita sie doktadnie jedna lampka.



I1TI Wielkopolska Liga Matematyczna

A1. Rézne liczby rzeczywiste x, y, z spetniaja warunek

-y =y —z2=2"—u

Udowodnié, ze (x +y)(y + 2)(z + ) = 1.

A2. Przez s(n) oznaczmy sume cyfr zapisu dziesietnego liczby catkowitej n > 1. Wyznaczy¢ najmniejsza oraz

najwieksza warto$é wyrazenia SS((QS)).

A3. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz ciag n — 1 znakéw mniejszosci i wigkszosci. Wykazaé, ze liczby
1,2,...,n mozna tak wstawi¢ miedzy znaki, aby zachodzace nieréwnosci byly spelione (na przyklad dla
n =51 ciagu znakéw (<, >, >, <) mamy 4 <5 >2> 1< 3).

A4. Punkt T jest érodkiem boku C'D czworokata wypuktego ABCD. Dowiesé, ze jesli trojkat ABT jest
réwnoboczny, to |BC| + |DA| > |AB|V/3.

B1. Odcinek AB jest dtuzsza podstawa trapezu ABC D, w ktorym zachodzi rownosé¢ S ACB+<xCAD = 180°.
Udowodni¢, ze AB- AD = BC - CD.

B2. Funkcje f,g: N — N spelniaja dla kazdej liczby naturalnej n nastepujace warunki:

g(n) = f(f(n) =fln+1),  fln)#n+1.

Wykazaé, ze funkcja g jest okresowa.

B3. Kazdy z 2" podzbioréw zbioru {1,2,...,n} wypisano na jednej z n kart ponumerowanych od 1 do n.
Dowiesé, ze dla pewnego k na k-tej karcie znajduje sie zbior zawierajacy k oraz zbior, ktory nie zawiera k.

B4. Rozstrzygnaé, czy istnieje Sci$le rosnacy ciag liczb calkowitych dodatnich (aq,as,...), ktéry spelnia
nastepujace warunki
an | a1 +as+ ...+ a,_1, ayp < a1+ as+ ...+ Gp_1

dla wszystkich n > 4.

C1. Udowodnié, ze réwnanie a® + b® = ¢¢ nie posiada rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.

C2. W czworokacie wypukltym ABC D zachodza nastepujace zwiazki:
|XABD| =2|<ACD|, |xADB|=2|cxACB].

Wykazaé, ze AC' jest dwusieczna kata BAD.

C3. W turnieju szachowym kazdy gracz rozegral z kazdym parti¢, zakonczong wygrana, przegrana badz
remisem. Okazalo sie, ze dla dowolnych graczy A, B, C jesli A wygral z B i B wygrat z C, to C' wygrat z A.
Dowies¢, ze jesli gracz A; wygral z A;,q dlai = 1,2,...,n — 1 oraz gracz A, wygral z Ay, to n jest liczba
podzielng przez 3.

C4. Wielomian P o wspoétczynnikach rzeczywistych ma stopien n. Dowies¢, ze funkcja

flz) = @ P(z) — (’f) P(z+1)+ @ Pz +2) — ...+ (—1)" (Z)P(x +n)

jest stata.
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A1. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna mniejsza od iloczynu swoich cyfr w zapisie dziesigtnym.

A2. Liczby a, b, c,d sy catkowite dodatnie i rézne. Udowodnié¢, ze przynajmniej dwie sposrod liczb
lab — cd|, |ac—bd|, |ad— bc|

sg wieksze od najmniejszej z liczb a, b, ¢, d.

A3. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia oraz niech A C {1,2,3,...,3n} bedzie zbiorem k-elementowym.
Kazdy podzbiér zbioru A ma sume elementéw rézng od k. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k,
dla ktorej jest to mozliwe.

A4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Wykazaé, ze istnieje punkt P, lezacy na tej samej ptaszczyznie co
trojkat ABC, dla ktérego zachodza réwnosci |AB|? — [CP|* = |BC|? — |AP|? = |CAJ]? — |BP|*.

B1. W pieciokacie wypuktym ABCDE spelnione sa réwnosci

|SAEB| = |<BEC| = |<ADB| = |<BDC!|.
Udowodnié, ze |AB| = |BC/|.
B2. Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja réwnos¢ a + b+ ¢ = 1. Wykazaé, ze

3a—1+3b—1+30—1>0
1—a2 1-02 1—-¢7 7

B3. Na ptaszczyznie lezy n > 3 punktow. Wszystkie odcinki o koncach w tych punktach maja rézne dtugosci.
Wypiszmy te dtugosci w porzadku malejacym: d; > dy > d3 > .... Wykazaé, ze dy < d,, + d,,—1.

B4. Niech @ > 2 in > 1 bedg liczbami calkowitymi. Dowieéé, ze jedli liczba a®® 4+ a™ + 1 jest pierwsza,
to n jest potega trojki o wyktadniku catkowitym nieujemnym.

C1. Dane s liczby calkowite a > b > 0 oraz taka liczba pierwsza p > 3, ze p? jest dzielnikiem a® — b3.
Udowodnié, ze p < av/3.

C2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta prostopadta do C'I, przechodzaca przez
punkt I, przecina odcinki AC' i BC' w punktach odpowiednio P i (). Wykaza¢é, ze |AP| + |BQ| < |AB].

C3. W zaleznoéci od liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe ciagdow (zq,xs, ..., 2,) liczb rzeczywistych,
spetiajacych uktad réwnan

x? = 2x179 + 1,

T3 = 2rew3+ 1,

2 | =2r, 1, + 1,

2 =2r,r + 1.

C4. Kazdej parze uporzadkowanej (x,y) elementéw zbioru n-elementowego A przyporzadkowujemy element
F(x,y) € A, przy czym dla wszystkich =,y € A zachodzi réwnosé

F(F(z,y), F(y,z)) = F(F(y,z), F(z,y)).

Dowieéé, ze istnieje przynajmniej n”/3 uporzadkowanych czworek (a, b, ¢,d) elementéw zbioru A, dla ktérych
jednoczesnie zachodza réwnosci F'(a,b) = F(c¢,d) i F(b,a) = F(d,c).
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A1l. Rozwigzaé réwnanie a + b = a® — ab + b* w liczbach catkowitych a i b.

A2. Dany jest trojkat ABC. Punkty P, @, R leza na odcinkach odpowiednio BC, C A, AB, przy czym AP
jest dwusieczna kata BAC oraz |[<BPR| = |9CPQ| = |<BAC|. Wykaza¢, ze trojkaty BPR i CPQ sa
przystajace.

A3. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ liczbe rozwigzan ponizszego uktadu w liczbach rzeczywistych:

1Ty = T1+ To,
Tp-1Typ = Tp-1+ o
Tpt, = X, + T1.

A4. Dwusieczne katéow A i B trojkata ABC przecinajg odcinki BC'i CA w punktach odpowiednio P i Q.
Wykazaé, ze jezeli symetralne odcinkéw AP i BQ przecinaja si¢ na odcinku AB, to |ABJ?> = |BC| - |CA|.

A5. Na tablicy napisano pewnien skoniczony cigg o wyrazach w zbiorze {1,2,3}. Liczba jedynek na miejscach
parzystych jest taka sama, jak na nieparzystych; analogicznie dla dwojek i trojek. Mozemy:

1. Zmazywaé dwa kolejne wyrazy, jesli sa one rowne;

2. Jesli trzy kolejne wyrazy x,y, z sa rézne, to mozna je zastapic¢ przez z,y, .
Dowiesé, ze stosujac te operacje, mozemy catkowicie wymazaé wyjsciowy ciag.

B1. Czworokat ABCD jest wypukty. Punkty P oraz @ sa srodkami odcinkow odpowiednio CD i AB. Wy-
kazaé, ze jesli AP || CQ i BP || DQ, to czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem.

B2. Wykaza¢, ze liczba 111...1222...2 jest iloczynem pewnych dwéch kolejnych liczb naturalnych.
—_———
n jedynek n dwdjek
B3. Ustalmy liczbe naturalna n. Niech A oznacza zbiér punktéw plaszezyzny (z,y) réznych od O = (0,0),
o wspolrzednych z i y calkowitych, spetiajacych warunki |z| < n i |y| < n. W zaleznosci od n znalezé
najmniejszg liczbe m o nastepujacej wlasnosci: Kazdy m-elementowy podzbior zbioru A zawiera takie punkty
PiQ), ze kat POQ jest prosty.

B4. Dowies¢, ze jesli a, b, ¢ sa dtugosciami bokow pewnego trojkata, to prawdziwa jest nieréwnosé

a® + b3 + A 4 3abe = a®b + ab® + b*c + be? + Fa + cd®.

B5. Wyznaczy¢ wszystkie niestalte wielomiany P o wspoétczynnikach catkowitych, speliajace warunek: Dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej n co najwyzej jedna z liczb P(1), P(2),..., P(2n — 1) dzieli sie przez n.

C1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R, speliajace dla kazdego = € R warunek zf(z) + f(—x) = 1.

C2. W pewnym kraju kazde dwa sposréod n > 3 miast sg potaczone droga jednokierunkows, ale z kazdego
miasta mozna dojecha¢ do dowolnego innego (niekoniecznie bezposrednio). Nazwijmy trojkatem takie trzy
miasta A, B, C, ze istnieja bezposrednie drogi z A do B, z B do C'i z C' do A. Wykaza¢, ze kazde miasto
nalezy do pewnego trojkata.

C3. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykazac, ze jesli liczba % + ¢ jest podzielna przez a i b, to liczba

n jest podzielna przez %.

C4. Wysoko$¢ opuszcezona na bok BC' trojkata ostrokatnego ABC' ma dlugo$é réwng sredniej arytmetycznej
dtugosci jego wszystkich bokéw. Okregi o1 1 09 sa styczne zewnetrznie i maja jednakowe promienie . Ponadto
okrag o1 jest styczny do odcinkéw AB i BC, natomiast okrag oy jest styczny do odcinkéw BC'i C'A. Dowiesé,

ze |BC| = br.
1

C5. Ciag (a) zdefiniowany jest nastepujaco: a; = %, o1 = T4, =2 dla k > 1. Dowies¢, ze ay-as-. . .-a, < Tom

dla wszystkich n > 1.
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A1l. Kazdemu wierzchotkowi dwudziestoscianu foremnego przypisano jedna liczbe ze zbioru {0,1,...,6}. Na
kazdej $cianie zapisano sume liczb przypisanych jej wierzchotkom. Udowodnié¢, ze na pewnych dwéch Scianach
zapisano taka samg liczbe.

A2. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Dwusieczne katow ABC' i BCD przecinajg sie w
punkcie P lezacym na odcinku AD. Wykazaé, ze P jest srodkiem odcinka AD.

A3. Niech 1,2, . .., x; bedg nieujemne oraz s, = “FH2E=Fe dla k= 1,2,...,n. Wykazacé, ze

V14 1)(s2+1) . (50 + 1) < (21 + )22 +1) ... (2 + 1)

A4. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza, ktora nie jest dzielnikiem zadnej z liczb catkowitych a, b. Liczby
a? 4+ b? i a® 4+ b® dajg reszte 1 z dzielenia przez p. Dowieéé, ze a + b + 2 dzieli sie przez p.

A5. Znalezé wszystkie liczby naturalne n, dla ktoérych istnieje taki wielomian n-tego stopnia P(x)
o wspotezynnikach rzeczywistych, ze wielomian Q(x) = P(2? + 1) jest podzielny przez P(x).

B1. W czworokacie ABCD katy przy wierzchotkach B i C' sa proste. Punkt P lezy na odcinku BC.
Rozstrzygnad, czy jest mozliwe, by trojkaty ABP, CDP i DAP mialy jednakowe pola.

B2. Niech k i n beda liczbami calkowitymi dodatnimi speliajacymi warunek & < n < k% Udowodnié, ze
wéréd liczb [n/i| dlai =k, k+1,...,2k jest przynajmniej jedna liczba nieparzysta.

B3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ciag (aq,as, . ..) liczb wymiernych dodatnich, ze kazda liczba wymierna
dodatnia wystepuje w nim doktadnie raz, a ponadto na, jest liczbg naturalng dla wszystkich n > 1.

B4. Wyrdzniono k sposrdd 2" podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, przy czym k < 2". Dla kazdych dwéch wyrdz-
nionych podzbioréw A i B, podzbiory AU B i A\ B réwniez sa wyrdznione. W zaleznosci od n wyznaczy¢
najwieksza liczbe k, dla ktorej powyzsza sytuacja jest mozliwa.

B5. Dany jest czworoscian ABC'D. Oznaczmy przez [ srodek okregu wpisanego w trojkat ABC. Punkt K
lezy na krawedzi AD, przy czym I‘?;Igl = 4B \+‘|gg|\+\CA|_ Punkt L jest punktem przeciecia prostej Al z bokiem
BC'. Odcinki KL i DI przecinaja sie w punkcie P. Dowie$¢, ze |IP| = |DP].

C1. Niech py,ps,...,p, beda réoznymi liczbami pierwszymi i niech p% + p% +...+ pi = plp;“p . Udowodnic¢,

ze utamek znajdujacy sie po prawej stronie tej rownosci jest nieskracalny.

C2. Na ptaszczyznie, lecz nie na jednej prostej, leza odcinki AB i C'D o jednakowej dtugosci. Wykazad, ze
istnieje taki punkt P, ze trojkaty ABP i C'DP sa przystajace.

C3. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwiecksza liczbe rzeczywista ¢ o nastepujacej wlasnosci: Jesli ciagi
liczb rzeczywistych dodatnich (zy,...,z,) 1 (v1,...,¥y,) maja takie same wyrazy (cho¢ niekoniecznie w tej
samej kolejnosci), to

151 T2 Tn—1 T S ¢

+ + ... + >
Yi+Y2 Y2t Ys3 Yn-1tUYn Ynt U

C4. Na plaszczyznie zaznaczono n > 2 punktéw, zadne trzy nie leza na jednej prostej oraz odlegtosci pomiedzy
kazdymi dwoma z nich sg rézne. Nazwijmy odcinek AB dziwnym, jesli punkt B jest polozony najblizej
punktu A ze wszystkich pozostalych zaznaczonych punktow, a punkt A jest polozony najdalej od punktu
B ze wszystkich zaznaczonych punktéow. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe dziwnych
odcinkéw.

C5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, majace dzielnik d > 2, spetlniajacy warunek

NWD(n 4 1,d — 2) > v/n + 1.
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A1. Rozwigzaé uklad réwnan |z —y| = 27, |y — 2| = 27, |z — 2| = y” w liczbach rzeczywistych z,y, 2.

A2. Liczby a i b sg catkowite dodatnie, ponadto a® + b® = p™ dla pewnej liczby pierwszej p i liczby naturalnej
n. Udowodni¢, ze p =2 lub p = 3.

A3. Nazwijmy grubym prostokat o bokach x i y, spetniajacych warunek %x <y < 2x. Wyznaczy¢ wszystkie
liczby naturalne n, dla ktérych z kafelkow o wymiarach

1x1, 1x2, ..., 1xn

mozna utozy¢ gruby prostokat, przy czym kazdy z tych kafelkoéw powienien by¢ uzyty dokltadnie jeden raz.

A4. Rozstrzygnal, czy istnieje taki ciag (aj,as,...) liczb nieujemnych, ze dla wszystkich n > 2 zachodza
nierdwnosci a, 1 < a, oraz S,.1 > S,, gdzie s, jest srednig arytmetyczna n poczatkowych wyrazéw ciagu (a).

A5. W pieciokacie wypuktym ABCDFE zachodza nastepujace rownoscei:
|AB| = |BC| = |CD|, |AE| = |EB| = |BD|, |AC| = |CE| = |ED|.
Wyznaczy¢ miary katéw tego pieciokata.
B1. Niech A;, B, C; beda érodkami bokéw trojkata ABC, lezacych naprzeciw wierzchotkow odpowiednio A,
B, C. Dowie$¢, ze z odcinkéw AA;, BB, C'Cy; mozna zbudowacé trojkat.

B2. Na kole (z brzegiem) o promieniu 1 znajduje si¢ pchta. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby dodatnie d, dla
ktorych pchta potrafi dostaé sie z kazdego punktu kota na kazdy, wykonujac pewna liczbe skokéw o dtugosci
réwnej d i nie opuszczajac przy tym kota.

B3. Znalez¢ wszystkie pary liczb naturalnych (m,n), dla ktérych m2n | m* + m + n.

B4. W réwnolegtoboku ABC' D kat przy wierzchotku A ma miare o < 60°. Punkt P # D spelnia warunek
|9« PAB| = |9 PCB| = a. Wykaza¢, ze |<APB| = |<CPD|.

B5. Niech xy,x9,...,2, beda liczbami rzeczywistymi, przy czym 0 < z; < 1 dlai = 1,2,...,n. Potézmy
Tit+Ti—1

Ty = Ty i Tpyy = o1 OTAZ Y = = x"+§i+1 dlai=1,2,...,n. Dowie$¢, ze

8y+4 > 11z,

gdzie T = Ztgetetin § gy — pityotdyn
n y tetyn,

C1. Niech a, k,l > 2 beda liczbami naturalnymi. Udowodnié¢, ze liczby
M=1+d"+a*+. . +a" V% i N=1+d+a?+. .  +aFV
posiadaja wspolny dzielnik wiekszy od 1.

C2. Wykazaé, ze dla n > 2 wszystkie wspotezynniki wielomianu
1 1 1 1
P(z) = (m—|—1> <x+2> (x—|—3) (x—l—n)

C3. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku A ma miare wigksza niz 45°. Punkty K i L lezg
odpowiednio na odcinkach AB i AC, przy czym |AK| = |AL|. Udowodni¢, ze |AB|*+|AC|? < (|BL|+|CK]|)>.
C4. Dla ustalonej liczby rzeczywistej ¢ > 0 i liczby naturalnej a; > 1 okreslamy nastepujacy ciag (aq, as, .. .):
dla n > 1 liczba a,, jest najmniejsza wielokrotnoscig n nie mniejsza niz ca,, ;.

Wyznaczy¢ wszystkie takie ¢ > 0, ze niezaleznie od wartosci aq, dla pewnego m zachodzi rownosé¢ a,,, = m.

sg mniejsze od n.

C5. Wszystkie Sciany pewnego wieloscianu wypuktego sa trojkatami. Ponadto w kazdym jego wierzchotku,
za wyjatkiem doktadnie dwdch, spotyka sie parzysta liczba Scian. Dowiesé, ze te dwa wyjatkowe wierzchotki
nie sg koncami jednej krawedzi.
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A1. Rozwigzaé réwnanie n! + 2 = m3 w liczbach catkowitych dodatnich m, n.

A2. Dany jest trojkat ABC. Punkt D lezy na odcinku BC, a punkt F na odcinku AD, przy czym spelione
s rownosci |AC| = |BC| = |AD| oraz |BD| = |ED|. Udowodni¢, ze |SABE| + 2|<xDBE| = 90°.

A3. Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych z,y,z > %, spetniajacych warunek xyz = 1 zachodzi nieréwnosé
2424 2> 04 y+2+3.

A4. W trojkacie roznobocznym ABC' kat AC'B ma miare 60°. Punkty P # A i Q # B leza na okregu
opisanym na trojkacie ABC' oraz spelniaja zaleznosci AP || BC' i BQ || AC. Wykazaé, ze |AP| = |BQ)|.

A5. W zaleznosci od liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ najwieksza liczbe k o nastepujacej wtasnosci:
Mozna wybraé¢ k takich podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ze kazde dwa rézne wybrane podzbiory maja co
najwyzej jeden element wspoélny.

B1. Prostopadtoscian P o wymiarach a X b X ¢ ztozony jest z abc szeScianikow o wymiarach 1 x 1 x 1.
Dwoch graczy wbija na zmiane igty w P, rownolegle do wybranej krawedzi, przebijajac tym samym a, b lub ¢
sze$cianikéw. Zaden szescianik nie moze byé przebity dwa razy. Przegrywa gracz, ktéry jako pierwszy nie moze
wbié igly zgodnie z podanymi prawidtami. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a, b, ¢), dla ktorych rozpoczynajacy
gre posiada strategie zapewniajaca mu wygrang niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik.

B2. Rézne liczby naturalne a, b, d spetniaja warunki: d = NWD(a, b) oraz d+1 = NWD(a+ 1,b+ 1). Udowodnic,
ze d < y/la—1|.
B3. Dany jest trojkat ABC oraz takie punkty D, E., F', ze punkt C' jest érodkiem odcinka BD, punkt A jest

srodkiem odcinka C'E oraz punkt B jest érodkiem odcinka AF. Udowodni¢, ze srodki ciezkosci trojkatow
ABC' i DEF sie pokrywaja.

B4. Na tablicy napisano n > 1 liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 2n i niekoniecznie réznych. Nastep-
nie, dopoki byto to mozliwe, wykonywano operacje polegajaca na zmazaniu dwoch zapisanych liczb a,b > 11
dopisaniu liczby {aa—&J Wykazaé, ze na tablicy pozostata przynajmniej jedna jedynka.

B5. Niech py, po, ..., pr beda réznymi liczbami pierwszymi, mniejszymi od liczby naturalnej n. Liczba n przy
dzieleniu przez py, ps, . . ., pr daje niezerowe reszty odpowiednio rq,ry, ..., rg. Potézmy p = min{py, pa, ..., px}
oraz r = max{ry, 7o, ..., }. Dowiesé, ze n” > p*.

C1. Dany jest wielomian P o wspotczynnikach rzeczywistych. Kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w
ciagu P(1), P(2), P(3), ... przynajmniej raz. Udowodnié, ze stopieni wielomianu P jest rowny 1.

C2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p o nastepujacej wlasnosci: w rozwinigciu dziesigtnym utamka % na
p-tym miejscu po przecinku znajduje sie cyfra zero.

C3. Kwadrat o wymiarach n x n podzielono na n? kwadratéw jednostkowych. Kazdy odcinek bedacy bokiem
ktoregokolwiek z kwadratow 1 x 1 pomalowano na biato lub czarno. Okazato sie, ze kazdy kwadrat jednostkowy
ma doktadnie dwa boki biate i dwa czarne. Udowodnié, ze liczba biatych odcinkéw jednostkowych na brzegu
kwadratu n x n jest parzysta.

C4. Przekatne czworokata ABC'D wpisanego w okrag o srodku O przecinaja sie w punkcie P. Okregi opisane
na trojkatach ABP i C'DP przecinaja si¢ w punkcie F # P, a okregi opisane na trojkatach BCP i DAP w
punkcie F' # P. Wykaza¢, ze punkty E, I, O, P lezg na jednym okregu.
C5. Funkcja f okredlona dla argumentow rzeczywistych dodatnich i przyjmujaca wartosci rzeczywiste spetnia
dla kazdego > 0 réwnos¢

f@)? =1+ (x—1)f(xz+1).

Dowies¢, ze jesli f(x) > 0 dla wszystkich z > 1, to f(z) > x dla wszystkich = > 1.
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A1l. Oznaczmy przez S(k) sume cyfr liczby naturalnej k w zapisie dziesietnym. Wyznaczy¢ wszystkie liczby
naturalne n > 1, ktére spelniaja réwnosé S(11™) = 2".

A2. Dowiesé, ze dla kazdego naturalnego n > 1 zachodzi nieréwnosé % + n%rl + #2 +...+ % > 1.

A3. Trojkat ABC wpisany jest w okrag o srodku O i promieniu R. Proste AC' i BC' przecinaja symetralna
odcinka AB w punktach odpowiednio P i Q. Wykazaé, ze R = /|OP| - |0Q).

A4. Funkcja f: N, — N, spelnia dla kazdej liczby naturalnej n > 0 réwnosé f(f(... f(n)...)) =n.

;. . , . . . . z 7 —
Wykaza¢, ze dla nieskoniczenie wielu n zachodzi podzielnosé n | f(n). n

A5. Ustalmy liczbe naturalna n > 2. Bedziemy dalej rozwaza¢ ciagi n-elementowe, z ktérych kazdy
zawiera wszystkie liczby naturalne od 1 do n, w pewnej kolejnosci. Nazwijmy dwa takie ciagi (a1, as, ..., ay,)
i (by,bo,...,b,) podobnymi, jesli a; = b; dla przynajmniej jednego i € {1,2,...,n}.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktérej prawdziwe jest zdanie: Istnieje k réznych ciggéw,
z ktorych kazde dwa sa podobne.

B1. Trojkat ABC jest prostokatny. Punkt C’ jest spodkiem wysokosci tego trojkata, opuszczonej na przeciw-
prostokatna AB. Punkty K i L leza odpowiednio na odcinkach AC' i BC, przy czym |CK| = |CL| = |CC’|.
Proste AC' i LC" przecinaja sie w punkcie P, a proste BC' 1 KC" w Q. Dowies¢, ze |AP| + |BQ| = |AB).

B2. Na okregu o srodku O pomalowano na czerwono pewng liczbe roztacznych tukéw wraz z koncami. Laczna

dhugos¢ wszystkich czerwonych tukéw jest wieksza niz potowa dhugosci okregu. Dowiesé, ze jesli 0° < a < 180°,
to istniejg takie czerwone punkty A i B, ze YAOB = a.

B3. Liczba naturalna n > 1 jest nieparzysta. Dla k € {1,2,...,n} niech a; bedzie liczba naturalna, dla ktérej
zachodzg nieréwnosei 2%~ < 7 < 2%. Dowies¢, ze ay +az +as + ...+ a, = n.

B4. Pieciokat ABC' DE jest wypukly i spetnia warunki AB || CE, BC' || DA, CD || EB, DE || AC. Wykazad,
ze EA || BD.

B5. W ciagu (aq,as,as, .. .,as,) wystepuja liczby 1 1 —1, kazda z nich po 2n razy. Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwg wartos¢ wyrazenia |ajasas + a2a3a4 + a3a4a5 + . . . + A4n_204n 1040 + Q4104001 + a4na1a2‘.

C1. Niech n > 3 bedzie liczba naturalng. Dowie$¢, ze wéréd dowolnie wybranych 3n punktow plas_zc)zyzrg_} 0
obu wspolrzednych ze zbioru {1, 2, ..., n} mozna wskazaé takie cztery rézne punkty A, B, C'i D, 7ze AB = CD.

C2. Trzy cieciwy pewnego okregu przecinaja si¢ w punkcie P roznym od jego $rodka O, kazde dwie pod katem
60°. Dowies¢, ze $rodki tych cieciw sg wierzchotkami trojkata rownobocznego.

C3. Niech P(z) = 2™ + ap_ 12" ' + @, 22" % + ... + a1 + ap bedzie wielomianem o wspétczynnikach rzeczy-
wistych oraz niech Q(z) = P(P(z)). Udowodni¢, ze jesli wielomian P ma pierwiastek rzeczywisty dodatni, to
() rowniez ma pierwiastek rzeczywisty dodatni.

C4. Okrag o jest czedcig wspolng sfer sy 1 s9. Trzy rozne punkty A, B i C leza na okregu o, a punkt P lezy
na zewnatrz sfer s; i s9. Prosta PA przecina sfery s; i s w punktach odpowiednio A; # A1 Ay # A. Prosta
PB przecina sfery s; i s w punktach odpowiednio By # B i By # B. Prosta PC przecina sfery s; i s,
w punktach odpowiednio C; # C' i Cy # C. Dowies¢, ze ptaszczyzny A; B1C) i A BoCy sg réwnolegte.

C5. Niech d(k) oznacza ilo§¢ dzielnikéw liczby naturalnej k. Ustalmy liczbe rzeczywista a > 1. Dowies¢, ze

d(1) d(2) d(3) d(n) 1 1 1 1
al a? a3 et an <a1—1 a? —1 a3—1+'”+a"—1

dla wszystkich naturalnych n > 1.
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A1l. Znalez¢ wszyskie liczby naturalne n, dla ktorych 4™ 4 2™ 4 17 jest kwadratem liczby naturalne;j.
A2. Dla liczb rzeczywistych x # 0iy & {—1,0, 1} definiujemy zbiory

A ={z,2x,3x,4z, ...} i B={y,y*, v v* ...}

Udowodnié¢, ze dla kazdego catkowitego nieujemnego n mozna tak dobrac liczby x i y, by zbiory A i B miaty
doktadnie n elementéw wspolnych.

A3. Prosta ¢ przechodzi przez $rodek ciezkodci trojkata ABC oraz przecina odcinki AC' i BC. Wykazaé, ze
odlegtos¢ punktu C' od prostej ¢ jest rowna sumie odlegtosci punktéw A i B od prostej /.

A4. Na nieskoniczonej szachownicy gracze stawiaja na zmiane kotko (gracz I) i krzyzyk (gracz II). Gra sie
konczy, gdy gracz I zapetni kotkami pewien kwadrat 2 x 2. Rozstrzygnaé, czy gracz 1 posiada strategie, ktora
pozwoli mu zakonczy¢ gre, niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik.

A5. Liczby naturalnem > n > 2oraz 1 < a1 < as < ... < a,, < 2" spelniaja warunek NWD(ay, as, . . ., a,,) = 1.
Dowiesé, ze istnieja parami rézne liczby iy, 4o, .. .,4, € {1,2,...,m}, dla ktérych NWD (a;,, a;y, ..., a;,) = 1.

B1. Pewien okrag dzieli kazdy z bokéw czworokata wypuktego ABC'D na trzy rowne czesci. Wykazaé, ze ten
czworokat jest kwadratem.

B2. Rozwigzaé réwnanie albltldl 4-pleltlal clal+bl — 1 w liczbach catkowitych a, b, ¢, niebedacych jednoczeénie
zerami.

B3. Funkcja f : R — R spelnia dla wszystkich liczb rzeczywistych z i y nieréwnosé | f(z) — f(y)| - |z —y| < 1.
Dowiesé, ze f jest funkcja stata.

B4. Na obéz wyjechato n > 3 ucznidéw, niektérzy z nich znali sie jeszcze przed wyjazdem. Podczas obozu
codziennie odbywat si¢ wieczorek integracyjny, na ktérym zaznajamiata si¢ kazda para uczestnikow, ktéra po-
siadata wspélnego znajomego, poznanego najpé6zniej w dniu poprzednim. Obodz zakonczono z chwila, w ktorej
kazdy juz poznat kazdego. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa, skonczong liczbe dni, ktore
mogt trwaé obdz.

B5. Szescian o krawedzi 1 przecieto plaszczyzng. Otrzymany przekrdj jest pieciokatem o polu P. Wyznaczy¢
wszystkie mozliwe wartosci P.

C1. Udowodni¢, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢

Va2 +02- Ve + @ + VR + V& +a2 > (a+c)(b+d).

C2. Niech d(n) oznacza liczbe dzielnikéw n, a k(n) — liczbe tych dzielnikow n, ktore sa kwadratami liczb

naturalnych. Wykazaé¢, ze dla kazdego catkowitego r > 1 istnieje liczba naturalna n, spelniajaca réwnosé
d(n) =r-k(n).

C3. Dany jest trojkat ABC'. Okrag styczny do odcinkéw BC' i AC' przecina odcinek AB w punktach K i L.
Wykazaé, 7e ||AK| - |BL|| < [|AC| - | BC||.

C4. Dany jest wielomian P(z) o wspo6tezynnikach catkowitych i pewien zbiér A liczb naturalnych wiekszych
od 1. Powiemy, ze zbiér A pokrywa wielomian P(z), jezeli dla kazdego catkowitego n liczba P(n) jest wielo-
krotnoscig pewnego elementu zbioru A. Dowiesé, ze jezeli dany wielomian mozna pokry¢ zbiorem skonczonym,
to mozna go pokry¢ zbiorem jednoelementowym.

C5. Niech A bedzie skoniczonym zbiorem liczb catkowitych. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n przez A,
oznaczmy zbior tych liczb, ktére da sie zapisa¢ w postaci sumy a; + as + ... + a,, w ktorej a,...,a, € A sg
niekoniecznie rézne. Niech r, = |A,41| — |A,|. Dowiesé, ze ciag (r) jest od pewnego miejsca staly.
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A1. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, dla ktorych abe, bed, cda, dab s kwadratami liczb naturalnych.
Udowodni¢, ze liczby a, b, ¢, d rowniez sg kwadratami liczb naturalnych.

. . o ) ,soalqy? 2422 2442 ;. o
A2. Liczby rzeczywiste x,y, 2 # 0 spelniaja rownosci = = —= = o Wykazac, ze © =y = z.

A3. Niech S(W) oznacza sume kwadratéw dtugosci bokéw wielokata W. Udowodni¢, ze dla kazdego wielokata
wypuklego W mozna wskazaé trzy jego wierzchotki, tworzace tréjkat T, dla ktorego S(T') = S(W).

A4. Niech k£ > 1 bedzie liczba naturalna. Dowiesé, ze jesli iloczyn pewnych k& kolejnych liczb naturalnych
dzieli sie przez 4%, to doktadnie jeden z czynnikéw dzieli sie przez 2F+!.

A5. W zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k o nastepujacej wlasnosci:
dla kazdego podziatu kwadratu o boku 2n na prostokaty o wymiarach 2 x 1 istnieje prosta, ktora przecina
co najmniej k prostokatow.

B1. Dwaj gracze stawiaja na zmian¢ hetmany na szachownicy o wymiarach 9 x 9, przy czym hetmana mozna
postawic¢ wytacznie na wolnym polu, ktérego nie atakuje zaden z hetmandéw ustawionych wezesniej. Przegrywa
gracz, ktéry jako pierwszy nie moze wykonac¢ ruchu. Ktéry z graczy — rozpoczynajacy gre, czy jego przeciwnik
— ma strategie gwarantujgca zwyciestwo?

B2. Rozstrzygna¢, czy mozna tak umiesci¢ 6 punktow w przestrzeni, aby spetniony byt nastepujacy waru-
nek: kazde trzy z tych szesciu punktow wyznaczaja plaszczyzne, ktora jest prostopadla lub réwnolegta do
plaszczyzny wyznaczonej przez trzy pozostate punkty i r6zna od niej.

B3. Podaé przyktad (z uzasadnieniem) funkeji f : R — R o nastepujacej whasnosci:
Dla kazdego niepustego przedziatu (a,b) istnieje takie ¢ € (a,b), ze f(c) > f(a) i f(c) > f(b).

B4. Ustalmy liczbe pierwsza p oraz liczby catkowite dodatnie a,n < p. Niech A bedzie zbiorem reszt z dzielenia
przez p liczb a,2a, 3a, . .., na. Dowie$é, ze ze zbioru A mozna wybraé |y/n] elementéw, ktoére uporzadkowane
rosnaco sg kolejnymi wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego.

B5. Dany jest réwnolegtobok ABC' D o kacie ostrym przy wierzchotku A. Na tréjkacie ABC' opisano okrag w.
Punkty E i F leza odpowiednio na odcinkach AD i C'D. Proste BE i BF przecinaja okrag w odpowiednio
w punktach K i L, réznych od B. Okrag opisany na tréjkacie DEK przecina okrag w w punktach K i P,
a okrag opisany na trojkacie DF'L przecina okrag w w punktach L i Q). Dowie$¢, ze punkt B lezy na symetralne;j
odcinka PQ).

C1. Liczby rzeczywiste z, y, z speliaja rownosé = +y + z = 0. Wykazaé, ze v - 2* +y - 2Y + 2 - 27 > 0.

C2. Dany jest trojkat ABC. Wyznaczy¢ taki punkt P wewnatrz niego, by iloczyn odlegtosci punktu P od
prostych AB, BC' i C'A byt mozliwie najwigkszy.

C3. W spotkaniu uczestniczy 2n oséb, liczban > 1 jest naturalna. Ustalono, ze kazde dwie nieznajace si¢ osoby
maja rézng liczbe znajomych. Kazdy chee siedzieé¢ przy stole wytacznie ze swoimi znajomymi (niekoniecznie
wszystkimi) albo sam. Dowies¢, ze wystarczy do tego n stotow.

C4. Niech P(x) = 2" + ap_12" ' + ... + ayx + ap bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych.
Wiadomo, ze wielomian P(x)? ma wszystkie wspotczynniki catkowite. Dowie$¢, ze wielomian P(z) réwniez
ma wszystkie wspotczynniki catkowite.

C5. Liczby catkowite dodatnie a, b, u i v spetniaja rownos¢ au+bv = ab+ 1. Niech A oznacza zbidr wszystkich
liczb postaci ax + by dla catkowitych z i y, spetniajacych warunki 0 < z < u i 0 <y < wv. Przez B oznaczmy
zbidr liczb postaci ax + by — ab, w ktérej x i y sa liczbami catkowitymi spetniajacymi nieréwnosci u < x < b
oraz v < y < a. Ze wszystkich elementow zbioréw A i B utworzono ciag rosnacy. Dowiesé, ze elementy zbioréw
A1 B wystepuja w tym ciggu na zmiane.
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A1l. W kazdym wierzchotku kwadratu napisano pewnag liczbe catkowita dodatnig. Na $rodku kazdego boku
tego kwadratu zapisano iloczyn liczb napisanych w jego koncach. Suma liczb napisanych na $rodkach bokow
kwadratu wynosi 2021. Obliczy¢ sume liczb napisanych w wierzchotkach kwadratu.

A2. W tréjkacie ABC katy przy wierzchotkach A i B maja miare odpowiednio 30° i 105°. Punkt M jest
srodkiem odcinka AB. Wyznaczy¢ miare kata BMC.

A3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja nierownosci: a > 2, b > 3 i ¢ > 4. Udowodni¢, ze

ab+bc+ca>a-+b+c+ 17.

A4. Na szachownicy 8 x 8 ustawiono pewna liczbe wiez, wieksza niz 1. Nazwijmy wieze spokojna, jesli atakuje
co najwyzej dwie inne ustawione wieze. Wykaza¢, ze przynajmniej dwie ustawione wieze sa spokojne.

A5. Dzielnik d liczby naturalnej n nazwijmy samotnym, jesli liczby d+1 i d—1 nie sg dzielnikami n, a ponadto
d # 11d+# n. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ztozone, ktore nie majg samotnych dzielnikow.

A6. Trojkat ABC ma kat prosty przy wierzchotku C. Punkt M jest srodkiem odcinka AC, a punkt N —
srodkiem odcinka BM. Punkty K i L sg Srodkami ciezkosci trojkatow odpowiednio CMN i ABN. Punkt O
jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie AMN. Punkty K, L, N, O lezg na jednym okregu. Wyznaczy¢
wszystkie mozliwe wartosci proporcji |[AC| : |BC|.

AT. Niech n > 2 bedzie liczba naturalng. Na ptaszczyznie lezy 2n czerwonych prostych, kazde dwie z nich
si¢ przecinaja w innym punkcie. Kazdy punkt przeciecia kolorujemy na biato lub czarno, ale z zachowaniem
nastepujacych regut:

(1) na kazdej czerwonej prostej jest doktadnie n punktéw czarnych;
(2) kazdy trojkat wyznaczony przez trzy czerwone proste ma nieparzysta liczbe biatych wierzchotkéw.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ liczbe kolorowan spetniajacych te warunki.

AS8. Wielomian P stopnia n > 1, o wspotezynnikach rzeczywistych, ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste,
niektore by¢ moze wielokrotne. Niech m oznacza liczbe réznych pierwiastkow wielomianu P, a k — liczbe jego
niezerowych wspotczynnikéw. Dowiesé, ze jesli P(0) # 0, to n < mk.

B1. Dany jest kwadrat ABC'D o boku dtugosci 1 oraz punkt P, ktéry lezy na zewnatrz tego kwadratu.
Udowodni¢, ze |AP|+ |BP| + |CP| > 2.

B2. Niech x bedzie liczba dodatnia. Kazdg z liczb: \/x, v2x, v/3x zaokraglono w dét, do najblizszej liczby
catkowitej. Pierwsze dwa zaokraglenia wynoszg 44 i 63. Ile wynosi trzecie?

B3. Mamy pusta szachownice o wymiarach 8 x 8 p6l. Ruch polega na potozeniu po jednym pionku na kazdym
polu znajdujacym sie w wybranym wierszu lub kolumnie, przy czym na jednym polu moze znajdowaé sie wiele
pionkéw. Wyznaczy¢ najmniejszg mozliwg liczbe ruchéw potrzebnych do tego, by na kazdym polu szachownicy
znalazta si¢ inna (by¢ moze zerowa) liczba pionkow.

B4. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnig. Pewna liczbe naturalng zmniejszono o n procent i otrzymano
w wyniku n. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci n.

B5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| > |BC| oraz | ACB| = 2|t BAC|. Dwusieczna kata AC' B prze-
cina odcinek AB w punkcie D. Punkt F jest spodkiem wysokosci trojkata ABC' poprowadzonej z wierzchotka
C'. Punkt F' lezy na odcinku BC' i spelia warunek EF' || AC. Dowies¢, ze okrag opisany na trojkacie DEF
przechodzi przez $rodek odcinka AC

B6. Udowodni¢, ze jesli a, b, ¢ sg trzema réznymi liczbami dodatnimi, to

a b c
e T feal T fag > 2



B7. Niech S(m) oznacza sume cyfr zapisu dziesietnego liczby naturalnej m. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
naturalng n o nastepujacej wtasnosci: dla kazdego catkowitego dodatniego a, niebedacego potega 10, zachodzi
nier6wnos¢ S(a") < S(a)™.

B8. Rozstrzygnaé, czy istnieje rodzina prostych na ptaszczyznie o nastepujacej wtasnosci:
Przez kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi jedna, dwie lub trzy proste z tej rodziny oraz zadne dwie proste z
tej rodziny nie sg réwnolegte.

C1. Prostopadtosciany o wymiarach 2 x 1 x 1 majg dwa rodzaje $cian — mniejsza kwadratowa i wieksza
prostokatna. Czy z takich prostopadto$cianéw mozna zbudowaé szescian w taki sposéb, zeby zadne dwa z
nich nie sgsiadowaly ze sobg caly wieksza Sciang? Uzasadni¢ odpowiedz.

C2. Liczba naturalna n ma wszystkie cyfry rézne i nie wystepuje wsrod nich 0, ani 1. Ponadto liczba n jest
podzielna przez kazda ze swoich cyfr. Czy ta liczba moze by¢:
(a) szesciocyfrowa?

(b) siedmiocyfrowa?

Uzasadni¢ odpowiedz.

C3. W pewnym trojkacie dtugos¢ jednego z bokéw jest réwna Sredniej arytmetycznej dhugosci pozostatych
bokéw. Analogicznie jest dla wysoko$ci — dlugosé jednej z nich jest érednig arytmetyczng dhugosci dwoch
pozostatych. Udowodni¢, ze ten trojkat jest rownoboczny.

C4. Na tablicy napisano kolejno 2021 liczb. Kazda z nich, z wyjatkiem pierwszej i ostatniej, jest wieksza od
sredniej arytmetycznej liczby poprzedniej i nastepnej. Udowodnié¢, ze na tablicy znajduje si¢ liczba, ktora jest
rozna od wszystkich pozostatych.

C5. W kazdym polu prostokatnej tabeli znajduje sie liczba rzeczywista. W kazdej kolumnie pokolorowano
na niebiesko te pola, ktore zawieraja najmniejsza liczbe w tej kolumnie. W kazdym wierszu pokolorowano na

czerwono te pola, ktore zawieraja najwieksza liczbe w tym wierszu. Niektore pola byly pokolorowane i na
niebiesko, i na czerwono. Wykaza¢, ze liczby we wszystkich takich polach sa réwne.

C6. Cztery rézne liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, n spetniajg réwnosé a? + b? + ¢ = 3n?. Dowiesé, ze
max {|a = b|,|b— |, |c — a|} > v/n.

C7. Na wykresie paraboli o réwnaniu y = 22 wybrano punkty A, B, C, o obu wspétrzednych catkowitych.
Rozstrzygnad, czy pole trojkata ABC moze by¢ réwne 2021.

C8. Dane sg czworosciany foremne A;B1C1S, A3BsCsS 1 A3BsC3S. Odcinki AsAs, BsBy i C1Cs, lezg na
jednej ptaszczyznie II i przecinajg sie w punkcie S. Punkty A, By i C3 leza po tej samej stronie plaszczyzny
I1. Udowodnié, ze srodki okregéw opisanych na tréjkatach Ay AsAs, BiByBs i C1C5C5 leza na jednej prostej.
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A1. Prostokat podzielono na 12 kwadratéw. Jedenascie z nich to kwadraty o boku dtugosci 1, a dtugos$é boku
dwunastej ptytki jest liczba naturalng a > 1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci a.

A2. W pieciokacie ABCDE wszystkie boki majg dhugos$¢ 2, a ponadto katy wewnetrzne przy wierzchotkach
B i FE sa proste. Obliczy¢ pole tego pieciokata.

A3. W iloczynie 1-2-3-4-...-100 mozemy zastapi¢ niektore liczby ich odwrotnosciami. Rozstrzygnaé, czy
jest mozliwe uzyskanie w taki spos6b wyniku 2022.

A4. Niech a = 22021 p = 32021 o = 42021 g — 52021 {Jzasadnié, ze 5 < 4 < 3¢ < 24,

A5. Prosta ¢ oraz okregi o1 i 09 sa styczne w punkcie 1. Okrag o, przechodzacy przez punkt 7', przecina
prosta ¢ oraz okregi o1 i 0o w punktach odpowiednio P, K i L, réznych od T'. Proste PK i PL przecinaja po
raz drugi okregi o1 i 0o w punktach odpowiednio A i B. Wykazac¢, ze punkty A, B i T lezg na jednej proste;j.

AG6. Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnig. Flota Rebeliantow liczy n + 1 statkéw kosmicznych, ponume-
rowanych od 0 do n. Zte Imperium Galaktyczne czesciowo zablokowalo taczno$é — statki o numerach a i b
moga sie komunikowaé wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a + b jest potega dwdjki o wyktadniku catkowitym
nieujemnym. Wykaza¢, ze mimo tego nadanie komunikatu z kazdego statku na kazdy inny jest wykonalne
(cho¢ niekoniecznie bezposrednio).

A7. Dla kazdego ciagu (a) okreslamy ciag (s) jego srednich arytmetycznych wzorem s, = @te2tadan Rog-

strzygnad, czy istnieje ciag (a) réznych liczb catkowitych dodatnich, o nastepujacej wlasnosci:

Upy1 > Spdla 2 | n oraz api1 < S, dla 24 n.

A8. Ciag (c), w ktérym ¢; = 0, spelnia réwnanie ¢, 1 = ¢2 + 1 dla kazdego n > 1. Udowodni¢, ze dla kazdej
liczby pierwszej p istnieja takie liczby naturalne k > 1 > 1, ze p | ¢ + ¢.

B1. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ maja te wtasnos¢, ze kazda z nich jest wieksza od iloczynu dwoch pozostatych.
Udowodnié, ze wérdd tych liczb jest co najmniej jedna liczba dodatnia.

B2. Na ptaszczyznie, w pewnym punkcie, znajduje sie pchta, ktéra co jakis czas wykonuje skok. Kazdy kolejny
skok jest dwa razy dtuzszy od poprzedniego. Wykazaé, ze pchta nigdy nie znajdzie si¢ dwa razy w tym samym
punkcie.

B3. Szesciocyfrowe liczby naturalne a i b majg te same cyfry, tylko w odwrotnym porzadku. Udowodnié¢, ze
liczba a® — b? dzieli sie przez 99.

B4. Dany jest czworokat ABC'D. Punkt P lezy na odcinku AD, ponadto zachodza réwnodci:
|AB| = |BP|,  |BC|=|CP|, |CD|=|DP|

Udowodnié, ze suma miar katow ABP, BCP i CDP jest réwna 180°.

B5. Na nieskonczonej szachownicy ustawiono n wiez. Nazwijmy wieze spokojng, jezeli atakuje co najwyzej
dwie inne wieze. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa liczbe spokojnych wiez.

B6. Ustalmy liczbe rzeczywista dodatnig x. Zbioér A, do ktérego nalezy liczba 1, ma nastepujaca wiasnosé:
jeslia € A, to |ax| € A1i [ax] € A.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby z, dla ktérych z powyzszych wtasnosci wynika, ze zbiér A zawiera wszystkie
liczby catkowite dodatnie.

B7. W zaleznosci od liczby pierwszej p > 3 wyznaczy¢ wszystkie uporzadkowane tréjki (a, b, ¢) liczb ze zbioru
{0,1,2,...,p — 1}, dla ktorych kazda z liczb: a + be, b+ ca, ¢ + ab dzieli sie przez p.



B8. Szesciokat ABCDEF jest foremny. Punkty P i @ leza odpowiednio na odcinkach BC' i DE, przy czym
| s PAQ| = 60°. Punkt R lezy na odcinku PQ) i spelia warunek |PR|-|EQ| = |QR| - |BP|. Punkt S jest
symetryczny do R wzgledem prostej AQ). Udowodnié¢, ze punkt S lezy na odcinku F'F.

C1. Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, ani przez 5, a ponadto spetnia nieréwnos¢ 1 < n < 90.
Wykazaé¢, ze majac dany kat o mierze n°, mozna skonstruowaé¢ za pomoca cyrkla i linijki kat o mierze 1°.

C2. Liczbe v/ zaokraglono w d6t do najblizszej liczby catkowitej, a liczbe /x zaokraglono w gére do naj-
blizszej liczby catkowitej. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x > 0, dla ktérych oba te zaokraglenia sa
rowne.

C3. Prostokaty ABFC' i ADFFE spelniaja réwnosci |AB| = |AD| = a i |BF| = |DF| = b. Dowies¢, ze pole
czesci wspolnej tych dwoch prostokatow jest wigksze lub réwne %ab.

C4. Na kazdym polu szachownicy 7 x 7 stoi jeden pionek. Nazwijmy ruchem nastepujacy proces:
Wybieramy trzy pionki stojace w tej samej kolumnie lub w tym samym wierszu (niekoniecznie na sgsiednich
polach), nastepnie zdejmujemy te dwa sposrod nich, pomiedzy ktorymi stoi trzeci.

Przypusémy, ze za pomoca takich ruchéw doprowadziliémy do tego, ze na szachownicy zostat tylko jeden
pionek. Na ktérym polu moze staé¢ ten pionek?

C5. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (m,n), dla ktérych réwnanie
e —1|+]z—2|+...+]x—m|=n

ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

C6. W ciggu niemalejacym (a1, as, ag, . . .) wystepuja wytacznie liczby catkowite dodatnie. Kazda liczba wyste-
puje w nim doktadnie tyle razy, ile wynosi najwigkszy wyktadnik potegi dwojki dzielacej te liczbe. Poczatkowe
wyrazy wygladaja nastepujaco:

2,4,4,6,8,8,8,10,12,12, 14, 16, 16, 16, 16, 18, 20, 20, . . . .

Udowodni¢, ze a,, > n dla wszystkich catkowitych dodatnich n.

C7. Czworokat wypuklty ABCD jest podstawa ostrostupa ABCD.S. Tloczyn pél trojkatow ABS i CDS jest
rowny iloczynowi pél trojkatow BC'S i DAS. Niech 1, I, 1., I; bedg srodkami sfer wpisanych w czworos$ciany
odpowiednio DABS, ABCS, BCDS, CDAS. Proste Al, i CI, przecinaja ptaszczyzne BDS w punktach
odpowiednio K, i K.. Analogicznie, proste B, i DI; przecinaja ptaszczyzne AC'S w punktach odpowiednio
Ky i K4. Dowiesé, ze punkty K,, Ky, K., K; leza na jednej ptaszczyznie.

C8. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, w ktérym |AB| = n dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n.
Rozwazmy tamane bez samoprzecieé¢, majace poczatek w punkcie A i koniec w punkcie B, spelniajace obie
ponizsze whasnosci:

(1) cala tamana jest zawarta w tréjkacie ABC),
(2) kazdy odcinek tamanej jest réwnoleglty do jednego z bokéw tréjkata i ma catkowita dtugosé.
Niech L,, bedzie liczbg tych tamanych. Dowies¢, ze istniejg takie state a,b > 1, ze

n2

a" <L, < v dla wszystkich naturalnych n > 1.
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A1. Dane sa dwie rozne liczby rzeczywiste dodatnie. Jesli obie te liczby powiekszymy o mniejsza z nich, to
ich iloczyn wzroénie trzykrotnie. Ile razy wzrostby ich iloczyn, gdybysmy powiekszyli obie te liczby o wiekszg?

A2. Prostopadtoscienne pudetko o podstawie 17 x 17 i wysokosci 7 jest szczelnie wypetnione 289 patyczkam:i
— prostopadtoscianami 1 x 1 x 7. Patyczek nazwiemy ustawionym pionowo, jesli jego najdtuzsza krawedz jest
prostopadta do podstawy pudetka. Uzasadnié¢, ze co najmniej dwa patyczki sa ustawione pionowo.

A3. Na przekatnej AC' réwnolegtoboku ABC' D lezy punkt P, przy czym
|AB| = [AP|,  |AD|=|DP|,  [BP|=[CP|.
Udowodnié, ze |XABP| = 2|xAPD|.

A4. Dane sy dwie liczby naturalne dwucyfrowe a i b, niepodzielne przez 10. Liczba a’ powstaje z a przez
zamiane cyfr miejscami, tak samo b z b. Udowodnié, ze jesli ab = a'b/, to iloczyn cyfr jednosci liczb a i b jest
rowny iloczynowi cyfr dziesigtek liczb a i b.

Ab5. Rozwigza¢ uktad rownan

VEFy-veta
= WVyt+z-vety
z = ‘\/z+x—\/y+z‘

w liczbach rzeczywistych nieujemnych x, y, z.

A6. Na oceanie leza wyspy A, B i C, na ktoérych jest odpowiednio a, b i ¢ miast. Kazde dwa miasta maja
polaczenie lotnicze wtedy i tylko wtedy, gdy leza na réznych wyspach. Turysta chce odwiedzi¢ kazde z miast
doktadnie jeden raz, podrézujac wytacznie samolotami, a na koncu wrécié¢ do miasta, w ktérym zaczat podroz.
Wyznaczyé¢ wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb catkowitych dodatnich, dla ktorych jest to mozliwe.

A7. Liczby catkowite dodatnie m i n speliaja nieréwnosé n > m oraz podzielnosé n™ | m"™. Udowodnié, ze
istnieje taka liczba pierwsza p, ze p™ | n"~ ™.

AS8. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktéorym |AB| < |AC|. Dwusieczne katéw ABC i BCA prze-
cinaja si¢ w punkcie I oraz przecinajg wysokos¢ trojkata ABC opuszczong z wierzchotka A w punktach
odpowiednio P i (). Okrag opisany na trojkacie C'PQ) przecina po raz drugi prosta AC w punkcie D. Znajac
katy trojkata ABC', wyznaczy¢ miare kata QID.

B1. Czy istnieja liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktorych zachodza rownosci:
NWD(a, b) = 480, NWD(b, ¢) = 540, NWD(¢, a) = 9007

Uzasadni¢ odpowiedz.

B2. Dane sg liczby dodatnie x, y i 2. Wiadomo, ze liczby z2, y? i 2? sg dtugoéciami bokéw pewnego trojkata.
Uzasadni¢, ze x, y i z réwniez sg dlugo$ciami bokéw trojkata.

B3. Dwaj gracze zapisuja na tablicy na zmiane¢ liczby naturalne, przy czym pierwsza zapisana liczba musi
by¢ mniejsza od 2023, a kazda nastepna — mniejsza od poprzedniej. Gra konczy sie wygrang tego z graczy,
po ruchu ktérego suma zapisanych liczb bedzie rowna 2023. Jesli tak sie nie stanie az do momentu, gdy jeden
z graczy zapisze liczbe 0, to gra konczy sie remisem. Uzasadnié, ze przy bezbtednej grze obu graczy bedzie
remis.

B4. W szesciokacie wypuklym ABCDFEF katy przy wierzchotkach A, C', E sa proste. Udowodnié¢, ze kazda
przekatna tego szesciokata ma dlugo$¢ nieprzekraczajacg potowy obwodu trojkata BDF.

B5. Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb pierwszych p < ¢ < r, dla ktérych kazda z ponizszych liczb jest pierwsza:

p+qg+r+1, pqr + 49, p2+q2+r2+23.



B6. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista k, dla ktorej nieréwnosé

a L b . o4
2a+k  a?b+k  bt+k
prawdziwa jest dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, spelniajacych warunek abc = 1.

B7. W tréojkacie ABC punkty M i N sg $rodkami bokéw odpowiednio BC' i AC. Dowiesé, ze AM 1 BN
wtedy i tylko wtedy, gdy |AC|? + |BC|* = 5| AB|?.

B8. Dana jest nieskonczona szachownica, na ktérej stoja wilk i zajac, zajmujac pola majace wspolny bok.
Zajac porusza sie tak jak szachowy skoczek. Wilk porusza sie o doktadnie trzy pola w przod, tyt, lewo lub
prawo. Wilk i zajac wykonuja ruchy na zmiane, rozpoczyna zajac. Jesli wilk i zajac stang na tym samym
polu, wilk zje zajaca. Rozstrzygnac, czy zajac ma strategie pozwalajaca uciec wilkowi na odlegtos¢ wicksza
niz 2023.

C1. W trojkacie ABC punkty M i N sg srodkami bokéw, odpowiednio, BC' i C'A. Punkt S jest $rodkiem
odcinka M N. Odcinki AS i BN przecinaja sie¢ w punkcie P. Jaka cze$¢ pola trojkata ABC' stanowi pole
trojkata N PS?

C2. Na szachownicy o wymiarach 8 x 8 stoi n wiez, n goncéw i n skoczkow, przy czym zadna z tych figur
nie atakuje zadnej z 3n — 1 pozostatych. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé n.

C3. Liczby rzeczywiste x, y spetniajg warunek x? + xy + y> + i =z + y. Udowodni¢, ze z,y > 0.

C4. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczby catkowite a, b, ¢, d. Udowodni¢, ze jesli ab, cd oraz ac + bd
sg liczbami podzielnymi przez n, to liczby ac i bd rowniez dzielg sie przez n.

C5. Ali i Baba znalezli 2n perel, kazda o innej wartosci nalezacej do zbioru
{1,2,4,8,...,22"7 1}

Umoéwili sie na nastepujacy podzial znaleziska. Najpierw Ali nawinie perty na ni¢ w dowolnej kolejnosci,
robiac z nich naszyjnik. Nastepnie Baba przetnie naszyjnik w dwoch miejscach, na dwa sznury po n peret. Na
koncu Ali wybierze dla siebie jeden z tych dwoch sznuréw, a drugi sznur wezmie Baba. W zaleznosci od liczby
naturalnej n > 1 wyznaczy¢ najwiekszg liczbe m o nastepujacej wtasnosci: Ali moze sobie zagwarantowad
sznur peret o wartosci co najmniej m, niezaleznie od tego, co zrobi Baba.

C6. Odcinki AD, BE i CF sa wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC' i przecinaja sie w punkcie H.
Punkty K, L, M leza, odpowiednio, na odcinkach BC, CA, AB oraz

HKLEF, HLLFD, HMLDE.

Udowodni¢, ze odcinki AK, BL i C'M przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
C7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciggte f : R — R, ktore dla wszystkich x,y € R spetniaja rownanie

flx—fy) = fly) + flz +y).

C8. Wyznaczy¢ najwigksza liczbe naturalng n o nastepujacej wlasnosci:

1stniejq takie liczby catkowite dodatnie ay,as, ..., ay,
ze dla kazdej pary réznych liczb i,5 € {1,2,...,n}
zachodzi réwnosé NWD(a;, a;) = |a; — ajl,

lub udowodni¢, ze najwieksza taka liczba n nie istnieje.



