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ZADANIA

I Wielkopolska Liga Matematyczna Gimnazjalistow

A1. Dany jest deltoid ABCD o polu powierzchni réwnym S. Niech punkty W, X, Y, Z bedg odpowiednio
srodkami bokow AB, BC', CD, DA. Wyznaczy¢ pole czworokata W XY Z.

A2. Czy liczbe 1 mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkow % + % + % + é, w ktorej a, b, ¢, d sa liczbami
naturalnymi nieparzystymi? Uzasadni¢ odpowiedz.

A3. Maz i zona maja razem 70 lat. Maz jest dwa razy starszy niz jego zona byta wowczas, gdy on mial tyle
lat, ile ona ma teraz. Ile lat ma maz, a ile zona?

A4. Obliczy¢ sume cyfr, ktorych uzyto do zapisu liczb od 1 do 1000.
A5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych kazda z liczb:

n, n+ 2, n?+5n+1
jest pierwsza.

B1. Punkty A i B lezg na okregu w o promieniu r. Udowodnié, ze mozna wskazac taki punkt C' na okregu w,
ze trojkat ABC ma obwod wiekszy niz 4r.

B2. Czy czworokat, ktoérego kazdy bok ma dhugoéé 1 m moze mie¢ pole mniejsze niz 1 cm?? Uzasadni¢
odpowiedz.

B3. Na obu stronach kazdej z 999 kart znajduje sie jedna liczba: 1 albo 2. Karty zostaly ulozone na stole, na-
stepnie zsumowano wszystkie 999 widocznych liczb. Po odwréceniu kart ponownie szumowano 999 widocznych
liczb i otrzymano taka samg sume. Wykazac, ze na obu stronach ktérejs z kart napisano te sama liczbe.

B4. Dany jest 100-kat foremny A;As...Ajqo. Kazdemu z wierzchotkéw chcemy przypisa¢ jedna liczbe ze
zbioru {1,2,...,20} w taki sposéb, by suma liczb w kazdych dwoch wierzchotkach byta liczba pierwsza. Na
ile sposobow mozna to zrobi¢?

B5. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a? + 0? + ¢ = 12. Dowiedé, ze
(a+2)(b+x)(c+a) <2’ + 62> +120 +8
dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x.

C1. Wyznacz najmniejszg liczbe naturalng n, dla ktorej liczba n — 3 dzieli sie przez 180 oraz liczba n + 1
dzieli si¢ przez 7.

C2. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Wykazac, ze

Va+b+c< Ja+ Vb+ /e
dla kazdej liczby naturalnej n > 2.
C3. Czy kazdy wypukty 2016-kat mozna podzieli¢ na tréjkaty réwnoramienne? Uzasadni¢ odpowiedz.
C4. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n, dla ktérych kazda z liczb:

8n — 4 3n? —8n+6

n2+3n+2’ 3n? —5n—3

jest liczba naturalna.

C5. Czy szachownice o wymiarach 99 x 99 mozna pokry¢ prostokatami o wymiarach 1 x 6 w taki sposob, aby
niezakryte pozostaly jedynie trzy narozne pola? Uzasadni¢ odpowiedz.
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A1l. W kazde z wybranych 18 pdl szachownicy o wymiarach 6 x 6 wpisano liczbe +1, a w pozostate pola liczbe
—1. Mozemy zmienia¢ jednoczes$nie znaki wszystkich liczb w wybranym wierszu lub kolumnie. Wykazaé, ze
nie mozna w ten sposob otrzymac szachownicy z doktadnie jedna liczbg +1.

A2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym
|xACB| = 90°, | ABC| = 60°, |AB| = c.
W zaleznosci od ¢ wyznaczy¢ dtugosé promienia okregu o srodku B, ktory dzieli trojkat ABC na dwie figury
o rownych polach.
A3. Uporzadkowaé rosnaco liczby: 78, 82", 97°. Uzasadni¢ odpowiedz.

A4. Punkty M i N sg srodkami bokéw odpowiednio AB i BC' kwadratu ABC'D. Odcinki CM i DN Przecinaja
sie¢ w punkcie S. Wykazaé, ze pole trojkata C'SN stanowi % pola kwadratu ABCD.

A5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktorych nie da sie zapisa¢ w postaci sumy dwoch liczb ztozonych
(niekoniecznie réznych).

B1. W zapisie dziesietnym liczby naturalnej k& wystepuja wytacznie cyfry 1, 2, 3, 4, kazda z nich po 9876 razy.
Rozstrzygnac, czy jest mozliwe, by liczba k byta szedcianem liczby naturalne;j.

B2. Liczby rzeczywiste a,b,c > é spelniaja warunek a + b + ¢ = 1. Wykazac, ze

V6a —1+vV6b—1++v6c—1<3.

B3. Niech hy, hs, hs beda wysokosciami trojkata T', a b)), hf, hi — trojkata T'. Wiadomo, ze hy = h), hy = hj
i hy = hj. Czy z tego wynika, ze trojkaty 1T i 1" sa przystajace? Uzasadni¢ odpowiedz.

B4. W kole o promieniu 22 wyrézniono 2017 punktéow. Udowodni¢, ze pewne dwa wyrdznione punkty sg
koficami odcinka o dtugosci nieprzekraczajacej v/2.

B5. Na wieczorku zapoznawczym spotkalto sie siedem osob. Okazato sie, ze kazda z nich zna doktadnie dwie
inne, ktore przybyly na to spotkanie. Zaktadamy przy tym, ze jesli osoba A zna B, to B zna A. Udowodni¢,
ze wszyscy uczestnicy spotkania moga usiasé¢ przy okraglym stole w taki sposob, by kazdy siedziat pomiedzy
osobami, ktérych nie zna.

C1. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz tréjkata rownobocznego ABC. Punkty D, E, F sa rzutami
punktu P na odpowiednio AB, BC', C'A. Dowies¢, ze warto$¢ wyrazenia

|PD| + |PE| + |PF|

|AD|+ |BE| + |CF|

C2. Rozstrzygnac, czy istnieje wieloscian wypukty, ktorego liczba wierzchotkéw i liczba Scian sa réznymi
liczbami pierwszymi.

C3. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze vn? + Tn + 13 jest liczba naturalna? Uzasadni¢ odpowiedz.

C4. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi
rOWNos¢é

n+ S(n) + S(S(n)) + S(S(S(n))) = 2017.

C5. W pudetku znajduje si¢ n > 0 kulek. Ania i Bartek wykonujg ruchy na przemian: kazdy moze wyjac¢ z
pudetka jedna, dwie lub pie¢ kulek. Wygrywa ten, kto pozostawi przeciwnikowi puste pudetko. Dla jakich n
Ania moze zwyciezy¢ niezaleznie od ruchéw Bartka? Poda¢ strategie Ani dla tych n.
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A1. Na lewej i prawej galezi pewnego drzewa siedzialo tacznie 60 gotebi. Po godzinie zawial mocny wiatr
ze wschodu i polowa gotebi z prawej galtezi przefruneta na lewa. Po uplywie kolejnej godziny wiatr zmienit
kierunek i polowa golebi z lewej galezi przefruneta na gataz prawa. Okazalto sie, ze na kazdej gatezi siedzi
teraz tyle samo gotebi, co na poczatku. Ile gotebi siedzialo na kazdej gatezi na poczatku?

A2. Czy ktorys z bokow trojkata moze by¢ krotszy od jego najkrotszej wysokosci? Uzasadni¢ odpowiedz.

A3. Na osi liczbowej znajduje si¢ pchta, ktora skacze zawsze o jednostke w prawo lub w lewo. Na poczatku
pchta znajduje sie¢ w punkcie 0 i wykonuje pierwszy skok na 1. Jezeli pchta wskoczy na liczbe, na ktorej
jeszcze nie byla, to zmienia kierunek (przykladowo, jesli ostatni skok wykonala w lewa strone, to nastepny
wykona w prawa). W przeciwnym razie podaza dalej w te sama strone. W ktérym miejscu bedzie pchta po
2018 skokach?

A4. Okregi op i o¢ o promieniach odpowiednio b i ¢ sa styczne zewnetrznie i leza po tej samej stronie ich

wspolnej stycznej £. Okrag 04 o promieniu a < b, ¢ jest styczny zewnetrznie do okregdéw op i o¢ oraz do prostej
e, 1 1 1

(. Udowodni¢, ze VARV R

Ab5. Liczba 234234234234 . . . konczy sig cyfra 2, 3 lub 4. Czy ta liczba moze by¢ kwadratem liczby naturalnej?

B1. Punkt E lezy wewnatrz kwadratu ABC'D. Wykazaé, ze jesli trojkat AE B ma mniejsze pole niz trojkat
BEC, to trojkat CED ma wieksze pole niz tréjkat DEA.

B2. Czy istnieje liczba trzycyfrowa, ktora jest rowna podwojonemu iloczynowi swoich cyfr? Uzasadni¢ odpo-
wiedz.
B3. Piotr zebrat w lesie 3,1 kg grzybow. Cztery najciezsze wazyly tacznie 1 kg. Pie¢ najlzejszych rowniez
wazyto tacznie 1 kg. Ile grzybéw zebrat Piotr?
B4. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja réwnodci:

1 1 1 1

b = 2018 = .
atbhte ’ a+b+b+c+c+a 2018

, s s C i a b c
Wyznaczy¢ wartos¢ wyrazenia 33 + 7= + 5.

B5. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |XBAC| = 100°. Dwusieczna kata AC'B przecina
odcinek AB w punkcie D. Udowodnié¢, ze |CD| + |DA| = |BC]|.

C1. Niech pg oznacza dwucyfrowa liczbg naturalng z cyfra dziesiatek p i cyfra jednosci ¢. Dla jakich cyfr a,
b, ¢ wartosci ilorazéw ab : ba i be : ¢b sg réwne i jednocze$nie rézne od 17

C2. Gra polega na wypisywaniu na przemian przez dwoch graczy kolejnych cyfr dowolnej liczby 18-cyfrowe;j.
Jezeli otrzymana liczba jest podzielna przez 9, to wygrywa osoba rozpoczynajaca gre, w przeciwnym razie
wygrywa drugi gracz. Obowiazuja nastepujace reguty:

(1) pierwsza cyfra nie moze byc zerem;

(2) po cyfrze réznej od 9 mozna napisaé tylko cyfre wieksza,

(3) po cyfrze 9 mozna wpisa¢ dowolng cyfre.

Ktory gracz ma strategie wygrywajaca i jaka ona jest?

C3. Dany jest szesciokat foremny ABC'DEF. Na odcinku DE wybrano taki punkt P, ze odcinki AD, CE i
BP przecinaja si¢ w jednym punkcie. Ktéry z odcinkow jest dtuzszy: DP czy EP?

C4. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki liczb naturalnych (a, b, ¢), w ktérych a < b < ¢ sa dtugosciami bokéw tréjkata
prostokatnego o polu rownym a + b + c.

C5. Z kostek domina 2 x 1 zbudowano kwadrat n x n. Nastepnie usuwano kolejno po jednej kostce sasiadujacej
z przynajmniej trzema innymi, jeszcze nie usunietymi kostkami. Czynnos$¢ te powtarzano, dopdki bylo to
mozliwe. Dowiesé, ze na konicu pozostato przynajmniej %n kostek.

(Uwaga. Kostki sasiaduja, jezeli maja przynajmniej jedna jednostke wspdlnego brzegu.)
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A1l. Czy szedcian mozna rozciaé¢ na 49 mniejszych szescianow? Odpowiedz uzasadnic.

A2. Na przyjecie przyszta pewna liczba gosci, pomiedzy 50 a 150. Gospodarz postanowit usadzi¢ ich po cztery
osoby przy kazdym stole, ale nie udato sie to, poniewaz jedna osoba musiataby wtedy usigsé sama. Sprobowat
po pie¢ — rowniez pozostata jedna osoba. Ostatecznie goscie usiedli w pie¢ 0s6éb przy jednym stole, a po szes¢
przy kilku innych. Ilu goséci byto na tym przyjeciu?

A3. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (z,y, z) liczb naturalnych, ktére spetniaja réwnosé

3 + RY 4 37 = 32019'

A4. Na przekatnej BD prostokata ABC'D wybrano takie punkty E i F', ze czworokat AECF jest rombem o
kacie ostrym 60° i polu P. Wykazaé, ze pole prostokata ABCD jest réwne P+/3.

A5. Sposrod wierzchotkow 15-kata foremnego chcemy wybraé takie cztery, z ktérych kazde dwa sa koncami
pewnej jego przekatnej. Na ile sposobéw mozna to zrobic¢?

AG6. Pewna liczba naturalna 2019-cyfrowa jest rowna sumie k-tych poteg jej cyfr. Dowiesé, ze k > 2019.
B1. Na tablicy napisano cztery liczby. Jesli zmazemy pierwsza z nich, suma pozostatych wynosi¢ bedzie 42.
Suma pozostalych wyniesie 40, jesli zmazemy druga, 38 jesli trzecia, a 36 jesli czwarta. Wyznaczy¢ te liczby.

B2. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w punkcie H. Przez punkt H przechodzi symetralna
odcinka AB. Udowodni¢, ze trojkat ABC' jest réwnoramienny.

B3. Niech P(n) oznacza iloczyn cyfr liczby naturalnej n, na przyktad P(334) = 3-3-4 = 36 lub P(207) =
2-0-7=0. Obliczy¢ sume
P(1) + P(2) + P(3) + ... + P(2019).

B4. Dany jest szesciokat wypuktly, w ktérym zadne dwie przekatne nie sa rownolegte. Udowodnié, ze proste
zawierajace pewne dwie przekatne tego szesciokata przecinaja sie pod katem o mierze co najwyzej 25°.

B5. Dwudziestojednokat A3 AsAs ... Aoy jest foremny. Dowiesé, ze przekatne
A1A137 A4A177 AQAIQ

przecinaja sie w trzech punktach, ktore sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

B6. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad réwnan

P tly—z = yr+1
v+lz—z] = zz+1
Ztlr—yl = xy+1.

C1. Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia wielokrotnos¢ liczby 72, w ktoérej zapisie dziesietnym wystepuja tylko
cyfry 01 1.

C2. W trojkacie ABC dane sa |AC| = 4 oraz |[SACB| = 150°. Odcinek C'D jest wysokoscia tego tréjkata,
przy czym spelniona jest rownos$¢ |AD| = 3|C'D|. Obliczy¢ dtugo$¢é wysokosci tréjkata ABC' poprowadzonej
z wierzchotka B.

C3. Do wytozenia kwadratowej posadzki o boku dtugosci n uzyto k kwadratowych ptytek o bokach, ktorych
dtugosci wyrazaja sie liczbami naturalnymi aq, as, ..., ax. Niech m = a; +as + . .. + a;. Udowodnié, ze liczby
m i n s albo obie parzyste, albo obie nieparzyste.



CA4. Liczby a, b, c i d sa dtugosciami bokow pewnego czworokata. Dowiesé, ze

a b c d

1<
b~|—c~|—d+c+d~|—a+d~|—a+b+a~l—b~l—c

< 2.

C5. Dany jest trojkat ABC' z katem prostym przy wierzchotku C. Punkty @ i R lezg odpowiednio na odcinkach
BC i CA, apunkty Pi.S — na odcinku AB. Wykaza¢, ze

|PQ| + [QR[ +[RS| > 2h,

przy czym h jest wysokoscia trojkata ABC' opuszczong z wierzchotka C.

C6. Niech C'(n) oznacza liczbe cyfr w zapisie dziesietnym liczby naturalnej n. Dla przyktadu C'(5) = 1,
C'(120) = 3. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna k, spelniajaca réwnosé

C(k)+C(*) +C(k*) + ...+ C(K®) = 2019.



