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Organizacja konkursu

Druga edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyta sie w roku szkolnym
2010/2011. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaly si¢ w okresie
od marca do maja 2011r.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami i dyrekcjami szk6l. Zrodltem aktualnych informacji o konkursie
pozostaje, w mysl regulaminu, strona internetowa www. astagor.net/wim.

W konkursie wzieto udzial 28 uczniéw szkot srednich. Uczniowie rozwiazywali 3
zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca marca 2011r., zestaw B do konca
kwietnia 2011r., zestaw C do konca maja 2011r. Kazdy zestaw liczyl 4
zadania, po jednym z kazdego z dzialéw: algebra z analiza, kombinatoryka,
geometria, teoria liczb. Rozwiazania zadan oceniane byly przez Komisje WLM w
skali od 0 do 10 punktéw. W kilka dni po zakofczeniu terminu nadsylania rozwiazan
kazdego z zestawdw, na stronie internetowej WLM ukazywal si¢ aktualny ranking
uczestnikdw.

Zakonczenie II WLM odbylo sie 17 czerwca 2011r., na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Po omoéwieniu
rozwigzan zadan, uczestnicy, ktorzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe.
Dwukrotny laureat I nagrody, Jedrzej Garnek, zostal uhonorowany pucharem
Wielkopolskiej Ligi Matematycznej.

Wszyscy obecni na zakonczeniu mieli mozliwosé wystuchania wyktadu prof. dra
hab. Wojciecha Gajdy, dotyczacego gléwnie teorii liczb.

Komisja WLM

Przewodniczacy

e prof. dr hab. Krzysztof Pawatowski
Czlonkowie

e dr Malgorzata Bednarska—Bzdega

e mgr Bartlomiej Bzdega



Wyniki konkursu

Komisja WLM postanowila przyzna¢ jedna nagrode stopnia pierwszego,
2 nagrody stopnia drugiego, 4 nagrody stopnia trzeciego oraz 5 wyrdznien.

Nagroda I stopnia

Jedrzej Garnek (116 pkt.)
Uczen 3 klasy VII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia
Piotr Mizerka (101 pkt.)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Sylwester Swat (97 pkt.)
Uczen 2 klasy I Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Lukasz Nizio (89 pkt.)
Uczen 3 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego w Tarnowie Podgdérnym.

Maria Nuc (85 pkt.)
Uczennica 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego im. $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Wiktoriusz Robaszkiewicz (81 pkt.)
Uczen 2 klasy Liceum Ogdlnoksztatcacego im. $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Lukasz Michalak (77 pkt.)
Uczen 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego im. sw. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Wyrdznienia
Michat Gulezynski (65 pkt.)
Uczen 3 klasy VII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Julia Kubiak (60 pkt.)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Pleszewie.

Krzysztof Piecuch (54 pkt.)
Uczen 2 klasy II Liceum Ogdlnoksztatcacego w Pile.

Andrzej Kokosza (47 pkt.)
Uczen 1 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Swarzedzu.

Sylwia Zmyslowska (44 pkt.)
Uczennica 1 klasy II Liceum Ogodlnoksztalcacego w Lesznie.



TresSci zadan

Zestaw A

A1. Najkrotsza przekatna dziewieciokata foremnego o boku a ma dlugosé d.
Udowodni¢, ze jego najdtuzsza przekatna ma dlugosé a + d.

A2. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d, e spelniaja réwnosci
a+b=c+d+e, a?+ 02+ =d* + e

Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb a, b jest zlozona.

A3. Mamy 60 zetonéw, kazdy o wartosci 2, 3,4, 5 lub 6 zlotych. Wykazaé, ze mozna
wyplaci¢ tymi zetonami kwote 60 zlotych, bez koniecznosci rozmiany.

AA4. Liczby dodatnie a, b, c spelniaja warunek a + b + ¢ = 1. Dowies¢, ze zachodzi
nastepujaca nieréwnosc:

Va—bc+Vb—ca+Ve—ab< \/5,
o ile liczby wystepujace pod pierwiastkami sa nieujemne.

Zestaw B

B1. Udowodnié¢, ze dowolny wieloscian wypukly posiada parzysta liczbe Scian
bedacych wielokatami o nieparzystej liczbie bokéw.

B2. Dany jest okrag o1 i jego cigciwa AB. Okrag oy jest styczny wewnetrznie do 0q
w punkcie C oraz do odcinka AB w punkcie D. Wykazaé, ze C'D jest dwusieczna
kata ACB.

B3. Wielomian
ant™ + ap_1z" . a1z + ao

nazywamy palindromicznym, jezeli a, # 0 oraz ar = an,_j dla k = 0,1,...,n.
Udowodnié, ze iloczyn dwéch wielomianéw palindromicznych jest wielomianem
palindromicznym.

B4. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite dodatnie m, n, spelniajace rownanie

mm = (2712)"2 .



Zestaw C
C1. Funkcja f : R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej = zaleznosé

flx) = F(f(x) + .
Udowodni¢, ze funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

C2. Rozstrzygnaé, czy istnieje ciag liczb calkowitych dodatnich, spelniajacy
nastepujace wtasnosci:

e kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w tym ciggu doktadnie raz,

e kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest dzielnikiem lub wielokrotnoécia
poprzedniego wyrazu.

C3. Punkt P lezy wewnatrz rownolegloboku ABCD. Wykazaé, ze jesli
J<PBA = <PDA, to takze <PAB = 4<PCB.

C4. Plaszczyzne podzielono na trojkaty rownoboczne w ten sposéb, ze w kazdym
wierzchotku (bedziemy dalej nazywaé je wezlami) spotyka sie sze$é¢ tréjkatow.
W kazdym wezle znajduje sie lampka, natomiast na kazdym tréjkacie jest
wlacznik, ktéry zmienia stan lampek znajdujacych sie w weztach bedacych
wierzchotkami tego tréjkata (zgaszone zapalaja sie, a zapalone gasna). Rozstrzygnad,
czy zaczynajac od sytuacji w ktorej wszystkie lampki sa zgaszone, mozemy
doprowadzi¢ to tego, by palila si¢ doktadnie jedna lampka.



Rozwigzania

A1l. Oznaczmy kolejne wierzcholki danego dziewieciokata przez A,B,C,...,I.
Wtedy, zgodnie z warunkami zadania, a = AB oraz d = EG. Najdluzsza przekatna
dziewieciokata (jedna z dziewieciu) jest AFE.

Kat ABG jest katem wpisanym opartym na % okregu, zatem jego miara wynosi 60°.
W podobny sposéb wnioskujemy, ze

<BAE = ¥AEG = <BGE = 60°.
W takim razie tréjkaty ABP i EGP sa réwnoboczne. Stad
AE = AP+ PE=AB+ GE =a+d,

co nalezato wykazac. O

A2. Na mocy warunkéw zadania, prawdziwa jest nastepujaca réwnosc:
(a+b)2—(a®>+ >+ %) = (c+d+e)? — (d* +e?),
ktéra po uporzadkowaniu przybiera postaé
ab=c*+cd+ce+de= (c+d)(c+e).

Jesli jedna z liczb a, b jest réwna 1, to druga jest oczywiscie zlozona. Gdyby obie
liczby a,b byly pierwsze, to na mocy jednoznaczno$ci rozkladu, zachodzityby
réwnosci a = ¢+ d oraz b = ¢ + e (lub na odwr6t), gdyz obie liczby ¢ +d i c+ e sa
wieksze od 1. W tej sytuacji otrzymujemy

at+b=c+d+c+e>c+d+e=a+b.

Sprzecznos¢ ta dowodzi, ze przynajmniej jedna z liczb a, b jest zlozona. O



A3. Dla k£ = 2,3,4,5,6 oznaczamy przez aj liczbe zetondéw o wartosci k zl.
Zauwazmy, ze jesli zachodzi co najmniej jedna z nieréwnosci:

as +ag =30, az+ag =20, as>12,
to bez trudu wyplacimy 60z1. Jezeli za$ zadna z nich nie zachodzi, to
as +aq +az+ag+as <294+ 19+ 11 =59 < 60,
co jest sprzeczne z warunkami zadania. O

Ad4. Skorzystamy z tatwej do udowodnienia nieréwnosci Iﬂ’ </ #, prawdziwej
dla dowolnych liczb nieujemnych z i y. Otrzymujemy z nleJ

Va—bc++b—ca < \/a—bc+b—ca B \/(a—f—b)(l—c) _a+b

2 = 2 N 2 V2
gdyz 1 — ¢ = a + b na mocy warunkéw zadania. Sumujac te nieréwnos$é¢ z dwiema
analogicznymi otrzymamy

a+b b+c c—|—a_f

Va—be+Vb—ca+ Ve — \f + 7 7

gdyza+b+c=1. O
B1. Niech s, oznacza liczbe $cian danego wielo$cianu, bedacych n—katami,
natomiast k — liczbe jego krawedzi. Liczac wszystkie boki wszystkich S$cian
wieloScianu, policzymy kazda krawedz dwukrotnie, zatem

2k =3s3+4s4+5s5+... = 2(83-i-284—|—285—|—3S6—‘y—387-i-...)—l—(83—1—85—1—87—1—...)7
co dowodzi, ze s3 + S5 + s7... jest liczbg parzysta. O

B2. Rozwazmy jednokladno$é¢ wzgledem punktu C, przeprowadzajaca okrag oy w
02. Obrazami punktéw A i B wzgledem tej jednoktadnosci sa punkty P i @) przeciecia
odpowiednio odcinkéw AC i BC z okregiem oo. Wnioskujemy stad, ze PQ || AB.

C




Niech S bdzie srodkiem okregu oy. Poniewaz SD 1 AB, zachodzi tez SD 1 PQ, wiec
D jest érodkiem tuku PQ. Stad <PCD = <QCD, gdyz sa to katy wpisane, oparte
na jednakowych tukach, a z tego wynika teza. O

B3. Niech P(z) = ap,z"™ + ap_ 12" 1 + ... + a1 + ag. Zauwazmy, ze dla z # 0

1 A, Ay a
x"P() = x”(f—i- l—l—...—l—;l—i—ao)

T xn xnfl

= aor"+axz" M+ ...+ ap_1z+ an.

W takim razie wielomian P stopnia n jest palindromiczny wtedy i tylko wtedy, gdy

P(z) = 2" P <1> .

T

Niech P i @ beda wielomianami palindromicznymi stopni odpowiednio n i m. Wtedy

R(z) = P(2)Q(z) = 2" P (i) 2™Q (i) _ R (1> .

xT

Wielomian R ma stopien n+m, zatem, na mocy wczesniej dowiedzionego faktu, jest
on palindromiczny. O

xT

B4. Latwo wykazaé, ze funkcja f(x) =« ’ jest Scisle rosnaca dla x > 1. Ponadto

F(ev3) = (0v2) " = (0v2) = )"

Réwnanie z zadania przyjmuje wiec postaé f(m) = f(nv/2), co jest réwnowazne
m = nv/2. Jest to jednak niemozliwe, gdyz v/2 jest liczba niewymierng, czyli nie
mozna przedstawic jej w postaci . Szukane liczby nie istnieja.

C1. Wstawiajac = 0 do réwnania danego w zadaniu, otrzymujemy f(0) = f(f(0)),
zatem réwniez f(f(0)) = f(f(f(0))). Z drugiej strony, wstawiajac =z = f(0)
otrzymamy f(f(0)) = f(f(f(0))) + f(0). Dwie uzyskane réwnosci pozwalaja
wywnioskowaé, ze f(0) = 0.

Niech zy bedzie dowolnym miejscem zerowym funkcji f. Wtedy

0= f(xo) = f(f(w0)) +z0 = f(0) + 20 = w0,

wiec 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f. O



C2. Taki ciag istnieje. Przykladem moze by¢ ciag zdefiniowany w nastepujacy sposob:
e ay =1, ay =2,
® as,42 jest najmniejsza liczba, ktéra nie wystapila w ciagu ay,aq, ..., asy,

® as,+1 jest najmniejsza wielokrotnoscia asgy, - agn+2, ktéra nie wystapila w ciagu
a1,02,...,02n-

Drugi z warunkéw gwarantuje, ze wszystkie liczby calkowite nieujemne wystapia

w ciagu, natomiast trzeci zapewnia, ze kazdy wyraz bedzie wielokrotnosciag lub

dzielnikiem poprzedniego. Zadna z liczb catkowitych dodatnich nie wystapi w takim
ciagu dwukrotnie; wynika to jasno ze sposobu definiowania kolejnych wyrazdw.

C3. Przeprowadzmy przez punkt P proste rownolegle do bokéw réownolegtoboku
ABCD, az do przeciecia sie ich z bokami réwnolegltoboku w punktach K, L, M, N.

D M c

A K B

Trojkaty PKB i PND sa podobne, gdyz maja odpowiednie katy réowne. Zatem
PK : PN = BK : DN, lub réwnowaznie PK : PL = AK : CL. Poniewaz
JAKP = <CLP, trojkaty AKP i CLP sa podobne — maja odpowiednie boki
proporcjonalne oraz taki sam kat pomiedzy nimi. Wnioskujemy stad, ze
JSPAB = < PCB, co nalezalo wykazac. O

C4. Udowodnimy, ze nie mozna zgodnie z regulami zadania zgasi¢ wszystkich
zaréwek w sytuacji, gdy pali si¢ dokladnie jedna z nich. Jest to réwnowazne tezie
zadania. W tym celu wyréznimy niektore z zaréwek, zaznaczajac je na rysunku.
Zrébmy to w ten sposéb, by jedyna zapalona zaréwka nie byla wyrédzniona.



Uruchomienie dowolnego wlacznika zmienia stan dokladnie dwoch niewyrdznionych
zarowek. W takim razie liczba wlaczonych zaréwek, ktére nie sa wyrdznione,
pozostaje nieparzysta. To dowodzi, ze nie mozna wytaczy¢ wszystkich zaréwek.
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