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Organizacja konkursu

Pierwsza edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej Gimnazjalistow odbyta sie
w roku szkolnym 2015/2016. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLMG,
powolana przez Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Od-
bywaly sie w okresie od stycznia do marca 2016 r. Konkurs jest wzorowany na
Wielkopolskiej Lidze Matematycznej adresowanej do uczniéw szkét érednich.

Organizacje Ligi wsparla Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLMG dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zaintersowanymi. Zrédlem aktual-
nych informacji jest strona internetowa wlmg.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLMG
na Facebooku.

W konkursie wzielo udzial 43 ucznidw gimnazjow, w wiekszosci z Poznania
(25 uczestnikéw). Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw
A do konca stycznia 2016 r., zestaw B do konca lutego 2016 r., zestaw C do konca
marca 2016 r. Kazdy zestaw skladal si¢ z 5 zadan z réznych dziatéw matematyki.
Rozwigzania zadan oceniane byly przez Komisje WLMG. Za rozwiazanie kazdego
z zadan mozna bylo otrzymaé jeden duzy punkt i od 0 do 10 punktéw malych. W
kilkanascie dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwigzan kazdego z zestawow,
na stronie internetowej WLMG ukazywal sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie I WLMG odbylo si¢ 4 czerwca 2016 r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktérzy
rozwigzali najwiecej zadan, otrzymali nagrody ksiazkowe oraz gry planszowe. Wszy-
scy obecni na zakonczeniu mogli wystucha¢ wykladu dra Marcina Borkowskiego
pod tytutem Skqd sie biorg liczby?

Komisja WLMG

e Przewodniczacy: Przemystaw Pela.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw: Piotr Berda, Patryk Jankowski, Kinga
Kolczynska-Przybycien, Przemystaw Pela, Joanna Strézyk.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe: Piotr Berda, Patryk Jankowski,
Kinga Kolczynska-Przybycien, Przemystaw Pela.

e Opiekunowie WLMG: dr Edyta Juskowiak, dr Bartlomiej Bzdega



Wyniki konkursu

Nagrody I stopnia

Natalia Adamska 15 (138)
Uczennica 2 klasy Gimnazjum nr 3 w Szamotutach.

Nagroda II stopnia

Cezary Botta 14 (132)
Uczen 1 klasy Gimnazjum w Rokietnicy.

Klaudia Kowalska 14 (126)
Uczennica 2 klasy Gimnazjum STO w Pile.

Jakub Wachowiak 14 (120)
Uczen 1 klasy Gimnazjum w Osieku nad Notecia.

Pawel Filipiak 13 (121)
Uczen 3 klasy Gimnazjum nr 3 w Szamotutach.

Adam Seyda 13 (104)
Uczen 2 klasy Gimnazjum STO w Pile.

Nagrody III stopnia

Wojciech Doberschutz 12 (107)
Uczen 3 klasy Gimnazjum nr 1 w GnieZnie.

Anna Przybylowska 11 (111)
Uczennica 3 klasy Gimnazjum nr 12 w Poznaniu.



TresSci zadan

Zestaw A

A1. Dany jest deltoid ABC'D o polu powierzchni réwnym S. Niech punkty W, X, Y, Z
beda odpowiednio $rodkami bokéw AB, BC,CD,DA. Wyznacz pole czworokata
WXYZ.

A2. Czy liczbe 1 mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkéw % + % + % + é, gdzie
a, b, c,d sa liczbami nieparzystymi? OdpowiedZ uzasadnij.

A3. Maz i zona maja razem 70 lat. Maz jest dwa razy starszy niz jego zona byla
wéwcezas, gdy on mial tyle lat, ile ona ma teraz. Ile lat ma maz, a ile zona?

A4. Oblicz sume cyfr, jakich uzyto do zapisu liczb od 1 do 1000.

A5. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktoérych kazda z liczb n, n + 2 oraz
n? + 5n + 1 jest liczba pierwsza.

Zestaw B

B1. Niech punkty A oraz B leza na okregu O. Wykaz, ze zawsze mozna znalezé
taki punkt C lezacy na O, ze obwdd trojkata ABC jest wiekszy od 4r, gdzie r jest
promieniem okregu O.

B2. Czy czworokat, ktérego kazdy bok ma dlugosé wieksza niz 1 m moze mieé pole
mniejsze niz 1 em?? OdpowiedZ uzasadnij.

B3. Na obu stronach kazdej z 999 kart znajduje sie jedna z liczb: 1 albo 2 (na obu
stronach kart moga by¢ takie same liczby lub rézne). Jas ulozyl wszystkie karty na
stole i obliczyt sume liczb na widocznych stronach kart. Nastepnie odwrocit wszystkie
karty i ponownie obliczyl sume widocznych liczb. W obu przypadkach otrzymal ten
sam wynik. Wykaz, ze na obu stronach ktérej$ z kart zapisano te sama liczbe.

B4. Dany jest 100-kat foremny A;AsAs...A100. Kazdemu z jego wierzchotkow A,
As, ..., A10o chcemy przyporzadkowaé liczbe ze zbioru {1, 2, ..., 20} w taki sposéb, aby
suma liczb przyporzadkowanych kazdym dwém wierzchotkom wielokata poltaczonych
przekatna lub bokiem byla liczba pierwsza. Na ile sposobéw mozna to zrobié¢?

B5. Niech a, b, c oznaczaja takie liczby rzeczywiste dodatnie, ze a? + b + ¢? = 12.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnoé¢:

(a+2)(b+2)(c+x) < 2®+ 62 + 122 + 8.



Zestaw C

C1. Znajdz taka najmniejsza liczbe naturalng n, ze n — 3 jest podzielne przez 180,
za$ n + 1 jest podzielne przez 7.

C2. Niech a, b, c beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Udowodnij, ze dla kazdej
liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé:

Va+b+c< Ya+ Yo+ e

C3. Czy kazdy wypukly 2016-kat mozna podzieli¢ na tréjkaty réwnoramienne? Od-
powiedz uzasadnij.

C4. Znajdz wszystkie liczby catkowite x, dla ktérych kazda z liczb

8r —4 322 —8x+6
— oraz —mM ——
22+ 3x +2 322 —5x —3

jest liczba naturalng.
C5. Czy szachownice o wymiarach 99 x 99 mozna pokry¢ prostokatami o wymia-

rach 1 x 6 w taki sposéb, aby nie zostaly zakryte jedynie trzy narozne pola tej
szachownicy?



Szkice rozwigzan

Al.

B

Na mocy twierdzenia o odcinku laczacym srodki bokéw trojkata mozemy stwier-
dzié, ze odcinki WZ, BD, XY sa réwnolegle, podobnie jak odcinki WX, AC,Y Z.
Ponadto przekatne deltoidu AC oraz BD sa prostopadle, a zatem prostopadle sa
réwniez boki réwnolegtoboku W XY Z. Wynika stad, ze czworokat W XY Z jest pro-
stokatem. Tréjkaty W AZ oraz BAD sa podobne w skali k = % na podstawie cechy
BKB, poniewaz maja wspélny kat przy wierzchotku A, a ich odpowiednie boki sa
proporcjonalne (punkty W oraz Z sa srodkami bokéw). W analogiczny sposéb mo-
zemy uzasadnié¢ podobienstwa: XCY ~ BCD, WBX ~ ABC, ADC ~ ZY D.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze

IBD| |AC| 1 |BD|-|AC| 1

Pyxyz =|WZ|- [WX| = 5 5 3 5 i'PABCD=§-

A2. Przypusémy, ze takie przedstawienie istnieje. Wobec tego mamy

bed + acd + abd + abe 1
abed o




Stad otrzymujemy réwnosé
bed + acd + abd + abe = abed.

Liczby a, b, ¢, d sa liczbami nieparzystymi, wiec lewa strona jest suma czterech ilo-
czynéw liczb nieparzystych, a zatem liczba parzysta. Natomiast prawa strona jest
iloczynem liczb nieparzystych, a zatem liczbg nieparzysta. Obie strony réwnosci
roznig sie parzystoscia, stad poczatkowe przypuszczenie bylo falszywe. Ostatecznie
odpowiedZ na postawione pytanie jest negatywna.

A3. Niech x oznacza wiek meza obecnie, natomiast 70 — x wiek jego zony obecnie.
W przeszlosci maz mial 70—z lat i od tamtego czasu uptyneto x — (70 —x) = 22 —70
lat. Zatem wiek zony w przeszloéci wynosit 70 —z — (22 — 70) = 140 — 3z lat. Z tresci
zadania wynika ze, zona w przesztoéci byta dwa razy mtodsza niz maz obecnie, skad
0,5z = 140 — 3z, czyli x = 40. Ostatecznie maz ma 40 lat, a zona 30 lat.

A4. Zauwazmy, ze w zapisie
000,001,002, ...,999

kazda z cyfr 1,2, 3,...,9 wystepuje trzystukrotnie (sto razy na kazdej pozycji). Przy-
ktadowo, cyfre 1 na miejscu jednosci odnajdujemy w liczbach:

001,011, 021,...,091
101,111,121,...,191

901,911,921, ..., 991,

zatem istotnie wystepuje ona stokrotnie na pozycji jednosci. Mozemy przeprowadzic¢
analogiczng obserwacje dla kazdej z cyfr 1,2, 3, ... 9 na miejscach jedno$ci, dziesigtek
i setek.

Stad, pamietajac o liczbie 1000, otrzymujemy sume wszystkich cyfr rowng

(1+2+3+...49)-300+1=13501.

A5. Zauwazmy, ze n = 0 nie spelnia warunkéw zadania. Rozwazamy teraz n # 0
w zaleznosci od reszty, ktéra daje przy dzieleniu przez 3:

e Liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 0, czyli n = 3k dla pewnego k € N.
Zgodnie z warunkami zadania n ma by¢ liczba pierwsza, czyli k = 1. Wowczas
n?2+5n+1=9+15+1 = 25 nie jest liczbg pierwsza, a zatem n = 3 nie
spelia warunkéw zadania.



e Liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, czyli n = 3k + 1 dla pewnego
k € N. Wtedy
n+2=3k+14+2=3k+3=3(k+1),

a zatem, jezeli k # 0, to 3(k+1) jest liczba zlozona. W przypadku k = 0 mamy
n =1, ale 1 nie jest liczba pierwsza.

e Liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, czyli n = 3k + 2 dla pewnego
k € N. Wtedy

n?+5n+1

(Bk+2)2+5(Bk+2)+1=
9k* + 12k +4+ 15k +10+ 1 =
9k? + 27k + 15 = 3(3k* + 9k + 5),

a poniewaz 3k%+9k+5 > 1 dla k € N, liczba n?+5n+1 jest ztozona (podzielna
przez 3 i wigksza niz 3).

Ostatecznie nie istnieje liczba naturalna n, dla ktorej kazda z liczb n, n + 2 oraz
n? + 5n + 1 jest liczby pierwsza.

B1. Gdyby odcinek AB byt $rednica okregu O, to wystarczyloby wziaé¢ dowolny
punkt okregu O rézny od punktéw A oraz B. Zalézmy wiec, ze AB nie jest $rednica
okregu.

Poprowadzmy $rednice okregu O przechodzaca przez punkt A i przecinajaca okrag
w punkcie C. Wiemy, ze |AC| = 2r. Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy

|AB| +|BC| > |AC| = 2r.

Stad |AB|+|BC|+|AC| > 2r+2r = 4r, czyli znaleziony tréjkat ABC jest tréjkatem
spelniajacym warunki zadania.

B2. Taki czworokat istnieje. Przyktadem jest romb, ktérego przekatne maja diugosci
2 m oraz 0,02 mm.
Pole tego rombu spelnia warunki zadania, poniewaz wynosi

1 1
P = 3 2m - 0,02mm = 3 200cm - 0,002¢m = 0, 2em? < 2em?.

Pozostaje udowodnié, ze kazdy bok tego rombu ma dlugosé wieksza niz 1 m. Romb
ten jest zbudowany z czterech trojkatow prostokatnych o przyprostokatnych dhugosci
1 m oraz 0,01 mm, wiec dtugo$é boku rombu (czyli dlugo$é przeciwprostokatnej
tréjkata prostokatnego) jest wigksza od 1 m.

B3. Niech wsrdd kart, ktore Jas utozyl na stole x bedzie potozonych do goéry jedynka,
a 999 — z dwdjka. Suma liczb na widocznych stronach kart jest réwna:

z +2(999 — z) = 1999 — 2z



Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze na obu stronach kazdej z kart napisano inna
liczbe. Wtedy suma liczb na ,niewidocznych” stronach kart bylaby réwna

999 — z 4 22 =999 + .
Wéwcezas, aby warunki zadania byly spelnione musi zachodzié¢ nastepujaca réwnosé:

1999 — 22 =999 + x
1000
EE
co nie jest mozliwe, poniewaz x (liczba kart) jest liczba naturalna. Ta sprzecznos$é
dowodzi, ze na obu stronach ktérejs$ z kart zapisano te sama liczbe.

B4. Zauwazmy, ze do ponumerowania wierzchotkéw tego 100-kata mozna uzyé¢ co
najwyzej jednej liczby parzystej. W przeciwnym wypadku, gdyby dwa z wierzchol-
kow byly oznaczone liczbami parzystymi, to ich suma bylaby liczba parzysta wicksza
od 2, a zatem liczba ztozona.

Zauwazmy ponadto, ze do numeracji wierzchotkéw nie mozna uzyé liczby niepa-
rzystej wiekszej od 1. W przeciwnym wypadku suma tej liczby oraz dowolnej innej
liczby nieparzystej bytaby liczba parzysta wieksza od 2, a zatem liczbe ztozona.
Zatem do ponumerowania wierzchotkéw mozna uzyé albo 100 jedynek albo liczbe
parzysta i 99 jedynek. W pierwszym przypadku wszystkie mozliwe sumy wynoszg
2 i sa liczbami pierwszymi. W drugim przypadku, aby suma uzytej liczby parzy-
stej oraz jedynki byta liczba pierwsza, liczba parzysta musi by¢ o jeden mniejsza od
liczby pierwszej. Jedynymi liczbami parzystymi spelniajacymi warunki zadania sa:
2,4, 6,10, 12, 16 oraz 18.

Podsumowujac, do numeracji wierzchotkéw mozna uzy¢ stu jedynek albo 99 jedynek
i jednej liczby ze zbioru {2,4, 6, 10,12, 16, 18}.

Poniewaz w kazdym numerowaniu zawierajacym liczbe parzysta, mozna umiescié ja
w dowolnym ze stu wierzchotkdéw, liczba mozliwych numeracji jest rowna 1+100-7 =
701.

B5. Z nieréwnosci pomiedzy $rednia geometryczna i arytmetyczng otrzymujemy:

(a+x)+(b-§$)+(0+x))3: (a+3b+c+x>3-

(a+2)b+z)(c+x) < <

7 nieréwnosci pomiedzy $rednig arytmetyczna i kwadratowa otrzymujemy:
212 4 2
a+§+c < la —H; +c _

a+b+ec
3

Zatem

3
(a+x)(b+w)(c+x)<( —i—a:) <(2+2)% =23+ 62 +122 + 8.



C1. Niech n € N. Z treéci zadania wynika, ze n — 3 = 180k, dla pewnego k € N oraz
n+1="7I,dla pewnego [ € N. Stad n+1=n—3+4 = 180k + 4 = 7l. Rownanie
diofantyczne zapiszemy w postaci 4(45k + 1) = 71, z ktérej wynika, ze liczba 45k + 1
musi byé¢ wielokrotnoscig 7. Dzieje sie tak dla kK = 2, co daje nam 4 -91 = 7. 52.
Zatem otrzymujemy pare (k,l) = (2,52), czyli n = 180k + 3 = 363. Gdyby istniala
mniejsza liczba n spelniajaca warunki zadania to musiataby by¢ ona réwna 183 lub
3. Zadna z tych wymienionych liczb nie jest jednak podzielna przez 7.

C2. Przeksztalcajac od strony lewej do prawej otrzymujemy kolejno:

?/a+b+c:C/a+b+c~(?a+b+c)n: (Vaibio” _
(Vatb+0)"  (Yatbro)

B a+b+c - a n b n c <
Ya+b+e)t  Yla+b+eot Yla+b+eot la+b+c)n!

a b c
< + + = Ya+ Vb + Ve
{‘/anfl {L/bnfl {‘/Cnfl \[ \[

C3. Pokazemy, ze taki podzial jest mozliwy. Niech P bedzie dowolnym punktem
lezacym wewnatrz dowolnego 2016-kata. L.aczymy ten punkt ze wszystkimi wierz-
chotkami figury, otrzymujac 2016 trojkatéw. Dowolny tréjkat mozna podzieli¢ wyso-
koscig na dwa trojkaty prostokatne. Zauwazmy teraz, ze Srodek przeciwprostokatnej
dowolnego tréjkata prostokatnego jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.
Zatem dowolny trojkat prostokatny mozna podzieli¢ odcinkiem laczacym wierzcho-
tek kata prostego ze érodkiem przeciwprostokatnej na dwa tréjkaty réwnoramienne,
w ktérych ramiona maja dlugosé réwna diugosci promienia okregu opisanego na tréj-
kacie prostokatnym. Otrzymaliémy zatem podzial dowolnego 2016-kata na trojkaty
rownoramienne.

CA4. Skorzystamy z faktu, ze iloczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych jest dodatni
za jedynym wyjatkiem, w ktérym jedna z tych liczb wynosi zero (wtedy oczywiscie
iloczyn wynosi zero). Dla dowodu tego faktu wystarczy zaobserwowad, ze jesli zadna
z tych liczb nie jest zerem, to sa to albo dwie liczby dodatnie, albo dwie ujemne.
Teraz zauwazmy, ze x° + 3z +2 = (z + 1)(z +2) jest liczba dodatnia na mocy faktu
(nie moze by¢ zerem, bo jest w mianowniku). Pierwsza z liczb z tredci zadania jest
naturalna albo gdy licznik utamka jest rowny 0, albo gdy licznik jest dodatnia wielo-
krotno$cig mianownika. Pierwszy warunek nie zachodzi dla zadnego = catkowitego,
natomiast w drugim przypadku, musi byé¢ spetniona nieréwnoéé 8z —4 > x2+3x+2.
Jest ona réwnowazna nieréwnosci (z — 2)(z — 3) < 0. Stad wnioskujemy (znéw po-
wolujac sie na powyzszy fakt), ze = 2 lub « = 3. Bezposrednio sprawdzamy, ze
dla z = 2 druga z liczb nie jest naturalna, a dla = 3 obydwie sa.
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C5. Niech lewe gorne narozne pole szachownicy bedzie czarne, a reszta pol pokolo-
rujmy jak na tradycyjnej szachownicy. Przy takim kolorowaniu kazde narozne pole
szachownicy 99 x 99 jest czarne.

Obliczymy teraz ile czarnych oraz bialych pél znajduje si¢ na tak pomalowanej
szachownicy. W kazdym nieparzystym wierszu tej szachownicy znajduje si¢ 50 pol
czarnych i 49 pdl bialych. W kazdym parzystym - 49 pdl czarnych i 50 pél bia-
lych. Stad na naszej szachownicy znajduje sie 50 - 50 + 49 - 49 = 4901 pdl czarnych
i 50-49 + 49 - 50 = 4900 pol bialych. Skoro zadamy, zeby trzy narozne pola sza-
chownicy (ktére sg czarne) zostaly niezakryte, to do zakrycia pozostanie 4898 pdl
czarnych i 4900 biatych.

Kazdy prostokat 1 x 6 zakrywa niezaleznie od potozenia taka sama liczbe pol czar-
nych i bialych, wiec szachownicy 99 x 99 nie mozna pokryé prostokatami 1 x 6 w
zadany sposob.
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