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Organizacja konkursu

Druga edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej Gimnazjalistow odbyla sie w
roku szkolnym 2016/2017. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLMG,
powolana przez Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Od-
bywaly sie w okresie od stycznia do marca 2017 r. Konkurs jest wzorowany na
Wielkopolskiej Lidze Matematycznej adresowanej do uczniéw szkét érednich.

Organizacje Ligi wsparla Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLMG dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zaintersowanymi. Zrédlem aktual-
nych informacji jest strona internetowa wlmg.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLMG
na Facebooku.

W konkursie wzieto udzial 14 uczniéw gimnazjow, w wiekszosci z Poznania
(9 uczestnikéw). Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A
do konca stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konica marca. Kazdy zestaw
sktadal sie¢ z 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania zadan oceniane
byty przez Komisje WLMG. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymac
jeden duzy punkt i od 0 do 10 punktéw malych. W kilkanascie dni po zakonczeniu
terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawow, na stronie internetowej WLMG
ukazywal si¢ aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie II WLMG odbyto sie 28 maja 2017 r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, kto-
rzy rozwiazali najwigcej zadan, otrzymali nagrody ksiazkowe oraz karty prezentowe
do sklepu Empik. Wszyscy obecni na zakonczeniu mogli wystuchaé¢ wyktadu dra
Barttomieja Bzdegi pod tytutem Trojkgine miniaturks.

Komisja WLMG

e Przewodniczacy:
mgr Przemystaw Pela.

e Zespot oceniajacy prace uczestnikdw:
dr Bartlomiej Bzdega, mgr Piotr Berda, mgr Patryk Jankowski, lic. Robert
Kwiecinski, mgr Przemystaw Pela, mgr Joanna Strozyk.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe:
dr Edyta Juskowiak, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Piotr Berda, mgr Patryk
Jankowski, lic. Robert Kwiecinski, mgr Przemystaw Pela, mgr Joanna Strozyk.



Wyniki konkursu

Laureaci I stopnia

Natalia Adamska 15 (142)
Uczennica 3 klasy Gimnazjum nr 3 w Szamotutach.

Kosma Kasprzak 15 (140)
Uczen 1 klasy Gimnazjum nr 58 w Poznaniu.

Laureaci IT stopnia

Cezary Botta 14 (131)
Uczen 2 klasy Gimnazjum w Rokietnicy.

Klaudia Kowalska 13 (122)
Uczennica 3 klasy Gimnazjum STO w Pile.

Jakub Wachowiak 12 (105)
Uczen 2 klasy Gimnazjum w Osieku nad Notecia.

Laureaci III stopnia

Maksym Ratajczyk 9 (78)
Uczen 2 klasy Gimnazjum im. Dabréwki w GnieZnie.

Wyrdznieni
Piotr Krzyszowski 7 (68)
Uczen 2 klasy Gimnazjum w Pleszewie.

Zuzanna Makowska 7 (59)
Uczennica 2 klasy Spolecznego Gimnazjum nr 1 w Poznaniu.

Marceli Ciesielski 6 (64)
Uczen 3 klasy Gimnazjum nr 58 w Poznaniu.

Anna Gwizdek 6 (57)
Uczennica 1 klasy Spotecznego Gimnazjum nr 1 w Poznaniu.

Marcin Gélski 5 (49)
Uczen 3 klasy Gimnazjum nr 58 w Poznaniu.

Filip Wachowiak 4 (48)
Uczen 3 klasy Gimnazjum im. Dabréwki w GnieZnie.



Tresci zadan
Zestaw A

Zadanie A1. W kazde z wybranych osiemnastu pdél szachownicy 6 x 6 wpisano liczbe
+1, a w kazde z pozostatych - liczbe —1. Mozemy jednocze$nie zmieni¢ znaki wszyst-
kich liczb w jednym wierszu lub jednej kolumnie. Wykazaé, ze po dowolnej liczbie
takich zmian nie mozna otrzymac tablicy zawierajacej doktadnie jedna plus jedynke.

Zadanie A2. Przeciwprostokatna AB tréjkata prostokatnego ABC ma dlugosé c,
a kat przy wierzchotku B ma miare 60°. Wyznaczy¢é dlugo$é promienia okregu
o érodku w punkcie B, dzielacego dany tréjkat na dwie czesci o réwnych polach.

Zadanie A3. Uporzadkowaé rosnaco liczby: 789, 897, 97", Uzasadnié odpowiedz.

Zadanie A4. Punkty M i N sa srodkami bokéw odpowiednio AB i BC kwadratu
ABCD. Odcinki CM i DN przecinaja sie w punkcie S. Wykazaé, ze pole trojkata
CSN stanowi % pola kwadratu.

Zadanie A5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktérych nie da si¢ przedstawic
w postaci sumy dwdch liczb zlozonych (niekoniecznie réznych).

Zestaw B

Zadanie B1. W zapisie dziesiatkowym liczby k wystepuja tylko cyfry 1, 2, 3 i 4,
przy czym kazda z nich uzyta jest 9876 razy. Rozstrzygnaé¢ czy mozna zapisaé te
cyfry w takim porzadku, zeby liczba k byta szedcianem liczby naturalne;j.

Zadanie B2. Liczby rzeczywiste a,b,c > = spelniajg warunek a +b+c = 1. Wyka-
zaé, ze

1
6

V6a —1++v6b—1++v6c—1<3.

Zadanie B3. Dane sg dwa tréjkaty. Wiadomo, ze hy = h}, hy = hf, oraz hs = hj,
gdzie hq, ha, hs to wysokosci pierwszego tréjkata, zas hf, hb, hf to wysokosci drugiego
tréjkata. Rozstrzygnaé, czy z powyzszych réwnosci wynika, ze tréjkaty te sa przy-
stajace.

Zadanie B4. W kole o promieniu 22 wyrdzniono 2017 punktéw. Udowodnié, ze pewne
dwa wyréznione punkty sg koficami odcinka o dlugoéci nie wiekszej niz /2.



Zadanie B5. Na wieczorku zapoznawczym spotkalo sie siedem oséb. Okazalo sie,
ze kazda z nich zna dokladnie dwie inne, ktére przybyly na to spotkanie. Zakladamy
przy tym, ze jesli osoba A zna B, to B zna A. Udowodnié, ze wszyscy uczestnicy
spotkania moga usias¢ przy okraglym stole w taki sposéb, by kazdy siedzial pomiedzy
osobami, ktérych nie zna.

Zestaw C

Zadanie C1. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz tréjkata réwnobocznego
ABC. Punkty D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu P na boki odpowiednio
AB, BC i AC. Wykazaé, ze warto$¢ wyrazenia

|PD| + |PE| + |PF|
|AD| + |BE| + |CF)|

nie zalezy od wyboru punktu P i obliczy¢ ja.

Zadanie C2. Rozstrzygnaé, czy istnieje wieloscian wypukly, ktérego liczba écian
i liczba wierzchotkéw sg réznymi liczbami pierwszymi.

Zadanie C3. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze vn? + 7n + 13 jest liczbg na-
turalng? Uzasadni¢ odpowiedz.

Zadanie C4. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby naturalnej n. Wyznaczy¢ wszyst-
kie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi réwnosé

n+S(n)+ 8 (S(n) + S (S (S(n))) = 2017.

Zadanie C5. W pudetku znajduje si¢ n kulek, przy czym n > 0. Ania i Bartek
wykonuja ruchy na przemian. Kazdy rozgrywajacy moze wyjaé z pudetka jedna, dwie
lub pieé¢ kulek. Wygrywa ten, kto pozostawi partnerowi puste pudetko. Dla jakich n
Ania (gracz rozpoczynajacy) moze zwyciezy¢ niezaleznie od ruchéw Bartka? Podaé
strategie Ani dla tych n.



Szkice rozwigzan zadan
Zestaw A

Zadanie A1. W kazde z wybranych osiemnastu pdél szachownicy 6 x 6 wpisano liczbe
+1, a w kazde z pozostatych - liczbe —1. Mozemy jednocze$nie zmieni¢ znaki wszyst-
kich liczb w jednym wierszu lub jednej kolumnie. Wykazaé, ze po dowolnej liczbie
takich zmian nie mozna otrzymac tablicy zawierajacej doktadnie jedna plus jedynke.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze po kazdej z opisanych operacji nie zmienia si¢ iloczyn
liczb zapisanych w tablicy. Istotnie,

aberdee f=(~a)- (=b) (=) (~d)- (=) - (~]),

a zatem po dowolnej liczbie operacji iloczyn liczb wypisanych w tablicy bedzie za-
wsze réwny 1. Nie jest zatem mozliwe, zeby w tablicy pozostala dokladnie jedna
jedynka, bo wowczas iloczyn zapisanych liczb bylby réwny —1.

Alternatywne rozwigzanie: Udowodnimy, ze suma napisanych na szachownicy
liczb jest zawsze podzielna przez 4. Na poczatku suma wpisanych liczb wynosi 0,
czyli jest podzielna przez 4. Zmieniajac znaki wierszu lub kolumnie, w ktérej wyste-
puje k plus jedynek i 6 — k£ minus jedynek zmniejszymy te sume o 2k i zwigkszymy o
2(6 — k), wigc ulegnie ona zmianie o 12 — 4k = 4(3 — k). Zatem pozostanie podzielna
przez 4.

Zadanie A2. Przeciwprostokatna AB tréjkata prostokatnego ABC ma dlugosé
¢, a kat przy wierzchotku B ma miare 60°. Wyznaczy¢ dlugo$¢ promienia okregu
o $rodku w punkcie B, dzielacego dany trojkat na dwie czesci o réwnych polach.

Rozwiazanie: Mozliwe sa dwie sytuacje. W jednej z nich czedcia wspolna jest wy-
cinek kotowy (Rysunek 1), a w drugiej inna figara (Rysunek 2).

60° \ 60°

'
Rysunek 1 Rysunek 2



Rozwazmy najpierw pierwsza sytuacje. Trojkat ABC' jest potowa trdjkata réwno-

bocznego zatem diugosci jego bokéw wynosza: ¢, 5, 623. Pole wycinka kolowego
o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy przy wierzchotku B wynosi %71'7"2.

Pole tréjkata ABC wynosi za$

1 ¢ C\/g_c2\/§

2 2 2 8

Aby spelnione byly warunki zadania musi zachodzi¢ réwnosé:

1 2_02\/5

6" 16

skad
e
2V on

Zauwazmy, ze 1/ 5= ~ 0.91 < 1 zatem

Oznacza to, ze cze$cig wspélna kota i trojkata dla tej dlugosci promienia jest wyci-
nek kotowy. Powyzsze rozwazania wykluczaja mozliwos¢ zaistnienia drugiej sytuacji,
ktéra spelniataby warunki zadania, gdyz wtedy r > 5 i pole czesci wspdlnej trojkata
i otrzymanej figury jest za duze.

Zadanie A3. Uporzadkowaé rosnaco liczby: 789, 897, 97, Uzasadnié odpowiedz.

Rozwiazanie: Z bezposredniego rachunku 37 = 2187 < 2401 = 74, zatem po obu-
stronnym podniesieniu do kwadratu 97 < 78. Stad otrzymujemy

87 <87 <97
Ponadto
978 _ 32-78 < 72-78 < 72-88 < 7897

zatem 897 < 978 < 789.



Zadanie A4. Punkty M i N sa Srodkami bokéw odpowiednio AB i BC kwadratu
ABCD. Odcinki CM i DN przecinaja sie w punkcie S. Wykazaé, ze pole trdjkata
CSN stanowi % pola kwadratu.

Rozwigzanie:

b c
s
L]
]\“Y
4 il B

Tréjkaty prostokatne BCM oraz CDN sa przystajace na mocy cechy przystawa-
nia tréjkatéw bok-kat-bok, poniewaz oba sa prostokatne i w kazdym z nich dtuzsza
przyprostokatna ma dlugosé réwna diugosci boku kwadratu, natomiast krotsza przy-
prostokatna ma dlugos¢ réwna potowy diugosci boku kwadratu.

Zatem |ZCMB| = |ZDNC| oraz |£BCM| = |ZCDN|. Wynika stad, ze trojkat
CNS jest prostokatny, poniewaz

|/SCN| +|/CNS| = |/BCM|+|/DNC| = |/BCM| + |ZCMB| = 90°.

Wprowadzajac oznaczenia |BM| = a oraz |BC| = 2a z twierdzenia Pitagorasa dla

tréjkata BCM obliczamy |CM| = av/5. Tréjkat ONS jest podobny do trOJk@ta

CM B na mocy cechy podobienistwa trojkatéow kat-kat-kat w skali k = f f
2

Zatem pole trojkata C'SN stanowi (%) = % pola tréjkata C M B. Ostatecznie pole

tréjkata C'SN stanowi % pola kwadratu ABC D, poniewaz kwadrat ABC'D mozna

podzieli¢ na cztery trojkaty przystajace do CM B.



Zadanie A5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktérych nie da sie przedstawié
w postaci sumy dwdéch liczb zlozonych (niekoniecznie réznych).

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze najmniejsza zlozong liczba parzysta jest 4, a nieparzy-
sta 9. Zatem najmniejsza liczba parzysta, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci sumy
liczb zlozonych jest 8 = 4+4, a najmniejsza liczba nieparzysta spelniajaca powyzsze
warunki jest 13 =4+ 9.

Wszystkie liczby parzyste wieksze lub rowne 8 mozna przedstawi¢ w postaci sumy
4 + 2k, gdzie k > 2 (bo 4 + 2k = 2(k + 2) - liczba parzysta dla k € N). Wszystkie
liczby nieparzyste wieksze lub réwne 13 mozna przedstawié¢ w postaci 9 + 2k, gdzie
k>2(bo9+2k=1+8+2k=142(4+ k) - liczba nieparzysta dla k € N). Stad
jedynymi szukanymi liczbami sa: 1,2,3,4,5,6,7,9,11.

Zestaw B

Zadanie B1. W zapisie dziesiatkowym liczby k wystepuja tylko cyfry 1, 2, 3 1 4,
przy czym kazda z nich uzyta jest 9876 razy. Rozstrzygnaé¢ czy mozna zapisaé te
cyfry w takim porzadku, zeby liczba k byta sze$cianem liczby naturalne;j.

Rozwiagzanie: Obliczmy sume cyfr liczby k. Otrzymujemy

9876 - (1424 3 +4) = 98760.

Jest to liczba podzielna przez 3, ale nie przez 9. Stad 3 | k, ale 9 1 k, niezaleznie od
porzadku cyfr w liczbie k. Gdyby k bylo szeScianem liczby naturalnej, to musiatoby
sie dzieli¢ przez 3% = 27, co nie jest mozliwe, bo 9 1 k. Zatem k nie jest szecianem
liczby naturalne;j.

Zadanie B2. Liczby rzeczywiste a, b, c > % spelniaja warunek a4+ b+ c = 1. Wyka-
zaé, ze

V6a —1+v6b—1++v6c—1<3.

Rozwigzanie: Na mocy nieréwnosci miedzy érednia geometryczng i arytmetyczna
mamy

\/6a—1=\/(6a—1)-1<w:

Analogiczne nieréwnosci mozna otrzymaé dla pozostatych sktadnikéw, zatem

3a.

L <3a+3b+3c=3.

Alternatywne rozwigzanie: Na mocy nieréwnosci migdzy $rednia arytmetyczna
a kwadratowa otrzymujemy

V3a—1+4++3b—1++3c—1 (3a—1)+ (3b—1)+ (3c—1)
3 3 <3\/ 3



Zadanie B3. Dane sa dwa tréjkaty. Wiadomo, ze hy = h}, ho = h), oraz hy = hj,
gdzie hy, ha, hs to wysokosci pierwszego tréjkata, zas hy, hf, h’ to wysokosci drugiego
tréjkata. Rozstrzygnaé, czy z powyzszych réwnoéci wynika, ze tréjkaty te sa przy-
stajace.

Rozwiagzanie: Oznaczmy podstawy tréjkatéw, ktérych wysokosciami sa hy, ho, hg
oraz h, hl, h%, odpowiednio przez a,,b/, ciad b, c, a pola odpowiednio przez P i P’.
Otrzymujemy P = “Thl oraz P = “M Stad 4 = . %. Podobnie pokazu-

2 PR
jemy % = % oraz < = %.
Oznaczajac % = k otrzymujemy %, = % = % = k. Zatem trojkaty te sa podobne

na podstawie cechy bok-bok-bok w skali k. W takim razie stosunek ich p6l wynosi
& = k2. Zatem k = k?, skad k = 1 albo k = 0. Oczywiscie drugi przypadek nie za-

chodzi, wiec k = 1. Dane trdjkaty sa przystajace.

Zadanie B4. W kole o promieniu 22 wyrédzniono 2017 punktéw. Udowodnié, ze pewne
dwa wyréznione punkty sg koficami odcinka o dtugoéci nie wiekszej niz v/2.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze na kole o promieniu 22 mozna opisa¢ kwadrat o boku
dhugosci 44. Kwadrat ten mozna podzieli¢ na 44% = 1936 kwadratéw jednostkowych.
Rozmieszczonych punktéw jest wiecej niz kwadratow jednostkowych, wiec w pew-
nym kwadracie jednostkowym znajda sie co najmniej dwa punkty. Ich odleglo$¢ nie
przekracza /2, gdyz dtuzszy odcinek nie zmiesci sie w kwadracie jednostkowym.

Alternatywne rozwigzanie: Rozwazmy kola o érednicach v/2 i érodkach w wy-
branych punktach. Nalezy wykazaé, ze pewne dwa z tych kot maja czesé¢ wspdlna.
Suma pal tych kél wynosi:

2
2
2017 -7 - ({) = 2017 - 0,57 = 1008, 57.

Wszystkie te kola mieszcza sie w kole o promieniu 23 (moga ,wystawaé” za kolo
o promieniu 22, ale nie bardziej niz o V2o 1), ktérego pole wynosi 5297. Zatem

2
pewne z tych kot maja wspélna czesc.
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Zadanie B5. Na wieczorku zapoznawczym spotkalo sie siedem oséb. Okazalo sie,
ze kazda z nich zna dokladnie dwie inne, ktére przybyly na to spotkanie. Zakladamy
przy tym, ze jesli osoba A zna B, to B zna A. Udowodnié, ze wszyscy uczestnicy
spotkania moga usiaé¢ przy okraglym stole w taki sposob, by kazdy siedzial pomie-
dzy osobami, ktorych nie zna.

Rozwiagzanie: Oznaczmy na plaszczyznie siedem punktéw reprezentujacych siedem
0s6b na wieczorku zapoznawczym. Niech relacja znajomosci bedzie odcinkiem, wow-
czas w kazdym punkcie spotykaja sie dwa odcinki, a obraz relacji w grupie stanowi
co najmniej jedna lamana zamknieta. Kazda taks lamang zamknieta nazywaé be-
dziemy cyklem.

Jest jasne, ze kazdy cykl obejmuje co najmniej trzech znajomych, zatem takich cykli
nie moze by¢ wiecej niz dwa. Z tego wynika, ze mozliwe sg dwie sytuacje. W pierwszej
mamy dwa cykle, jeden zawierajacy trzy, a drugi cztery osoby. W drugiej jest tylko
jeden cykl, obejmujacy wszystkich.

P N7 N

Rysunek 1 Rysunek 2

Powyzsze rysunki dowodza, ze w kazdej z powyzszych sytuacji mozliwe jest posa-
dzenie gosci przy stole w taki sposob, by zadne dwie siedzace obok siebie osoby sie
nie znaly.
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Zestaw C

Zadanie C1. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz tréjkata rownobocznego
ABC'. Punkty D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu P na boki odpowiednio
AB, BC i AC. Wykazaé, ze warto$¢ wyrazenia

|PD| + |PE| + |PF)|

|AD| + |BE| + |CF|

nie zalezy od wyboru punktu P i obliczy¢ ja.

Rozwigzanie: Poprowadzmy proste A’A”, B'B”, C'C"” réwnolegte do bokéw tréj-
kata ABC' i przechodzgce przez punkt P. Poniewaz katy ACB i AA” A’ oraz CAB
i A”C"C’ sy katami odpowiadajacymi, zatem kazdy z nich jest miary 60°. Stad
trojkat A”C" P jest tréjkatem réwnobocznym. Analogicznie dowodzimy takze, ze
réwnoboczne sa trojkaty PB’A’ i PB"C'.

Odcinek PD jest wysoko$cig trojkata réwnobocznego PB’A’, czyli |§2/‘\ = @
Podobnie ||£g,|| = § oraz ‘lcf:f;ll = @ Zauwazmy, ze z definicji prostych C”C’

oraz A” A’ wynika, ze czworokat A’BC’'P jest réwnoleglobokiem. Stad mamy, ze
|C'P| = |A’B| oraz |PC"| = |AB'|, wiec jezeli |AB| = a, to

V3 V3

|PD|+ |PE| + |PF| = =~(|B'A'| + |A'B| + |AB'|) = ~~a.
Niech |C”P| =ux, |PC’| =y oraz |AC”| = 2. Wtedy

z z 3 3
AD|+|BE|+|CF| =z + >+ 245 +y+5 = S(@+y+2) = 5a,

12



a zatem

|PD| +|PE| + |PF| _$a 3
|AD| + |BE| 4+ |CF|  3a 3

Zadanie C2. Rozstrzygnaé, czy istnieje wieloscian wypukly, ktérego liczba écian
i liczba wierzchotkow sa réznymi liczbami pierwszymi?

Rozwiazanie: Tak, taki wieloician istnieje. WeZmy ostrostup o podstawie szescio-
kata i obetnijmy wierzchotki przy jego podstawie. Powstaje widoczna na ponizszym
rysunku bryta, ktora, jak tatwo policzy¢, ma 19 wierzchotkéw i 13 Scian.

Zadanie C3. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze vn? + 7Tn + 13 jest liczbg na-
turalna? Uzasadni¢ odpowiedz.

Rozwigzanie: Przypusémy, ze istnieje liczba naturalna m, dla ktorej

Vn?2 4T+ 13 =m.

Otrzymujemy wtedy n? + 7n + 13 = m?. Zachodza jednak nieréwnoéci
n+3)2=n?2+6n+9<m?<n?+8n+16=(n+4)%

Z tego wynika, ze n + 3 < m < n + 4, co jest niemozliwe, gdyz m i n sg liczbami
naturalnymi. Otrzymujemy zatem sprzeczno$é, ktéra dowodzi, ze vVn? + Tn + 13 nie
moze by¢ liczba naturalna.
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Zadanie C4. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby naturalnej n. Wyznaczy¢ wszyst-
kie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi réwnosé

n+S(n) + S (Sn)) + S (S (S(n))) = 2017.

Rozwiazanie: Niech ag + 10a; + 100as + ... bedzie zapisem dziesigtnym liczby n.
Wéwezas n — S(n) = 9a1 + 99as + 999as + ... jest liczba podzielna przez 9, zatem n
i S(n) daja taka sama reszte z dzielenia przez 9.

Niech zatem reszta z dzielenia przez 9 kazdego skladnika sumy bedzie réwna k.
Reszta z dzielenia liczby 2017 przez 9 jest réwna 1, wiec zadamy aby 4k dawalo
reszte 1 z dzielenia przez 9. Dla 0 < k < 8 tylko k = 7 spelnia ten warunek. Zatem
szukana liczba n przy dzieleniu przez 9 daje reszte 7.

Wéwezas S(n) moze byé jedna z trzech liczb: 7, 16 lub 25 (dla n < 2017 maksy-
malne S(n) wynosi S(1999) = 28). Zatem S(S(n)) = S(S(S(n))) = 7. Mamy wiec
do rozwiazania réwnanie n + S(n) = 2003, co wobec wczesniejszych rozwazan daje
n = 1978, n = 1987 lub n = 1996. Bezposrednio sprawdzamy, ze tylko n = 1978
spelnia warunki zadania.

Zadanie C5. W pudetku znajduje sie n kulek, przy czym n > 0. Ania i Bartek wy-
konuja ruchy na przemian. Kazdy rozgrywajacy moze wyjaé z pudetka jedna, dwie
lub pie¢ kulek. Wygrywa ten, kto pozostawi partnerowi puste pudetko. Dla jakich n
Ania (gracz rozpoczynajacy) moze zwyciezy¢ niezaleznie od ruchéw Bartka? Podaé
strategie Ani dla tych n.

Rozwigzanie: Oznaczmy przez P zbiér liczb naturalnych podzielnych przez 3, a
przez W — zbidr liczb naturalnych niepodzielnych przez 3. Udowodnimy, ze jesli
liczba kulek w pudetku nalezy do zbioru W, to gracz wykonujacy ruch wygrywa, a
jesli do P, to przegrywa — przy bezblednej grze z obu stron.

e Jedli liczba kulek jest podzielna przez 3, to wyciagajac 1, 2 lub 5 kulek po-
zostawiamy ich liczbe niepodzielna przez 3. Zatem, wykonujac ruch z liczba
kulek w zbiorze P, zawsze oddajemy przeciwnikowi liczbe kulek nalezaca do

W.

e Jedli liczba kulek jest niepodzielna przez 3, to daje reszte 1 lub 2 z dzielenia
przez 3. Wyciagajac odpowiednio 1 lub 2 kulki, mozemy pozostawi¢ w pudetku
liczbe kulek podzielna przez 3. Zatem, wykonujac ruch z liczba kulek w zbiorze
W, mozemy oddaé przeciwnikowi liczbe kulek nalezaca do P.

Oczywiscie 0 € P. Z kazdym ruchem kulek ubywa, zatem gra zawsze si¢ skoniczy. Aby
Ania wygrala, na poczatku gry musi znajdowaé sie w pudetku liczba kul nalezaca do
zbioru W, czyli niepodzielna przez 3. Wowczas Ania stosuje opisana wyzej strategie.
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