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Organizacja konkursu

Trzecia edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej Junioréw odbyla sie w roku
szkolnym 2017/2018. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLMJ, powo-
tang przez Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaty
sie w okresie od stycznia do marca 2018 r. Konkurs jest wzorowany na Wielkopol-
skiej Lidze Matematycznej adresowanej do uczniéw szkét srednich. Od roku szkol-
nego 2017/2018 konkurs funkcjonuje pod nowa nazwa i jest adresowany zaréwno do
uczniéw wygaszanych oddzialéw gimnazjalnych jak i do uczniéw starszych klas szkot
podstawowych.

Organizacje Ligi wsparla Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLMJ dotarta do uczestnikow poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkol oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktual-
nych informacji jest strona internetowa wimj.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLMJ
na Facebooku.

W konkursie wzieto udzial 29 uczniéow oddziatéw gimnazjalnych oraz 13 uczniow
ze szk6l podstawowych. Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych:
zestaw A do konica stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konhca marca.
Kazdy zestaw skladal sie z 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania
zadan oceniane byty przez Komisje WLMJ. Za rozwigzanie kazdego z zadan mozna
bylo otrzymaé od 0 do 10 punktéow. W kilkanascie dni po zakonhczeniu terminu
nadsylania rozwiazan kazdego z zestawéw, na stronie internetowej WLMJ ukazywatl
sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie IIT WLMJ odbyto sie 24 maja 2018 r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktorzy
rozwiazali najwiecej zadan, otrzymali nagrody ksiazkowe oraz pamigtkowe dyplomy.
Wszyscy obecni na zakonczeniu mogli wystuchaé¢ wykladu dra Bartlomieja Bzdegi
pod tytutem Kwadraty magiczne.



Komisja WLMJ

e Przewodniczacy:
mgr Przemystaw Pela.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw:

dr Bartlomiej Bzdega, mgr Piotr Berda, mgr Eliza Jackowska-Boryc, lic. Ro-
bert Kwiecinski, mgr Przemystaw Pela, mgr Joanna Strézyk, mgr Tomasz Sli-

winski.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe:

dr Edyta Juskowiak, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Piotr Berda, mgr Eliza Jac-
kowska-Boryc, lic. Robert Kwiecinski, mgr Przemystaw Pela, mgr Joanna Stré-

zyk, mgr Tomasz Sliwinski.
Wyniki konkursu (oddzialy szkél podstawowych)

Laureaci I stopnia

Jakub Wawrzyniak (87)
Uczen 7 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 im. Charles de Gaulle’a w Poznaniu.

Laureaci ITI stopnia

Natalia Siwek (81)
Uczennica 7 klasy Spolecznej Szkoly Podstawowej nr 2 w Poznaniu.

Krystyna Cieluba (79)

Uczennica 7 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 im. Charles de Gaulle’a w Poznaniu.

Laureaci III stopnia

Antoni Staniewski (69)
Uczen 7 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 im. Charles de Gaulle’a w Poznaniu.

Wyrdznieni
Paulina Czajkowska (45)
Uczennica 7 klasy Szkoty Podstawowej w Steszewie.

Magda Wronecka (40)
Uczennica 7 klasy Szkoly Podstawowej nr. 67 im. Jacka Kuronia w Poznaniu.

Karol Okoni  (36)
Uczen 7 klasy Szkoty Podstawowej im. Jana Brzechwy w Rokietnicy.



Wyniki konkursu (oddzialy gimnazjalne)

Laureaci I stopnia

Cezary Botta (148)
Uczen III klasy oddzialu gimnazjalnego Szkoly Podstawowej im. Jana Brzechwy
w Rokietnicy.

Kosma Kasprzak (145)
Uczen II klasy oddziatu gimnazjalnego XXXVIII Dwujezycznego Liceum Ogdlno-
ksztalcacego im. Jana Nowaka-Jezioranskiego w Poznaniu.

Laureaci IT stopnia

Maksym Ratajczyk (133)
Uczen III klasy oddzialu gimnazjalnego VII Liceum Ogolnoksztalcacego im. Da-
browki w Poznaniu.

Laureaci III stopnia

Jakub Wachowiak (124)
Uczen III klasy oddzialu gimnazjalnego Szkoty Podstawowej im. Stanistawa Staszica
w Osieku nad Notecia.

Olaf Hofman (123)
Uczen II klasy oddzialu gimnazjalnego XXXVIII Dwujezycznego Liceum Ogdlno-
ksztalcacego im. Jana Nowaka-Jezioranskiego w Poznaniu.

Olga Kokorniak (120)
Uczennica III klasy oddziatu gimnazjalnego XXXVIII Dwujezycznego Liceum Ogdl-
noksztalcacego im. Jana Nowaka-Jezioranskiego w Poznaniu.

Kajetan Granopos (119)
Uczen IIT klasy II Gimnazjum Spolecznego Towarzystwa O$wiatowego w Pile.

Wyrdznieni
Piotr Krzyszowski (105)

Uczen 111 klasy Gimnazjum Dwujezycznego im. Stanistawa Staszica w Pleszewie.

Antoni Rajtar (104)
Uczen 11 klasy oddziatu gimnazjalnego Szkoly Podstawowej nr 2 im. Edwarda hr. Ra-
czynskiego w Komornikach.

Zuzanna Makowska (102)
Uczennica III klasy Spotecznego Gimnazjum nr 1 STO w Poznaniu.



Jakub Pilat (91)
Uczen II klasy oddziatu gimnazjalnego Szkoty Podstawowej nr 2 im. Edwarda hr. Ra-
czynskiego w Komornikach.

Mikolaj Ciesielski (89)
Uczen 111 klasy oddzialu gimnazjalnego Zespotu Szkoly Podstawowej i Przedszkola
Samorzadowego z Oddziatem Integracyjnym w Kaszczorze.

Julia Bernaciak (87)
Uczennica II klasy oddzialu gimnazjalnego Szkoty Podstawowej nr 56 im. Charlesa
de Gaulle’a w Poznaniu.

Jan Nowakowski (79)
Uczen II klasy oddzialu gimnazjalnego Szkoly Podstawowej im. Arkadego Fiedlera
w Polajewie.

Mateusz Dokowicz (75)
Uczen IIT klasy oddziatu gimnazjalnego Szkoty Podstawowej nr 5 im. Jana Pawta II
w Luboniu.



Tresci zadan wraz ze szkicami rozwigzan

Zestaw A

A1. Na lewej i prawej galezi pewnego drzewa siedzialo tacznie 60 gotebi. Po godzinie
zawial mocny wiatr ze wschodu i polowa golebi z prawej gatezi przefruneta na lewa.
Po uptywie kolejnej godziny wiatr zmienil kierunek i polowa golebi z lewej galezi
przefruneta na galaz prawa. Okazalo sie, ze na kazdej galezi siedzi teraz tyle samo
ptakoéw, co na poczatku. Ile golebi siedzialo na kazdej galezi na poczatku?

Rozwiazanie: Niech x oznacza liczbe golebi, ktéra siedziata na poczatku na prawej

gatezi. Wtedy na lewej gatezi siedzialo 60 —z golebi. Po pierwszej godzinie na prawej

galezi zostalo %x golebi, a na lewej siedzialo ich 60 — %x

Po drugiej godzinie, do %x golebi siedzacych na prawej galezi wrécita potowa lewej,
-1 1 _ 1 . . . . .

czyli 5 (60 — §a:) = 30 — ;7 golebi. Po tym ostatnim przelocie na prawej galezi bylo

znéw x golebi — tyle, co na poczatku, — co pozwala utozyé¢ rownanie

1 1

§z +30 — Z:c =z
Jego rozwiazaniem jest © = 40, wiec na poczatku na prawej gatezi siedzialo 40 gotebi,
a na lewej 20.

A2. Czy ktory$ z bokéw tréjkata moze byé krotszy od jego najkrétszej wysokosci?

Rozwigzanie: Niech a < b < ¢ beda dtugosciami bokow tréjkata, zas he, hy 1 he od-
powiednimi wysoko$ciami. Ze wzoru na pole tréjkata mamy %aha = %bhb = %che7
wiec hg = hp = he. Wysokosé¢ jest najkrotszym odcinkiem laczacym wierzcholek
trojkata z prosta zawierajaca podstawe, wiec h, < a < b < c¢. Zatem odpowiedz
na postawione pytanie jest negatywna.

A3. Na osi liczbowej znajduje sie pchla, ktéra skacze zawsze o jednostke w prawo
lub w lewo. Na poczatku pchta znajduje sie w punkcie 0 i wykonuje pierwszy skok
na 1. Jezeli pchla wskoczy na liczbe, na ktorej jeszcze nie byla, to zmienia kieru-
nek (przykladowo, jesli ostatni skok wykonala w lewa strone, to nastepny wykona
w prawa). W przeciwnym razie podaza dalej w te sama strone. W ktérym miejscu
bedzie pchta po 2018 skoku?

Rozwigzanie: Nietrudno zauwazy¢, ze pchla wykonuje najpierw skok w prawo
(z 0 na 1), nastepnie dwa skoki w lewo, potem trzy skoki w prawo, dalej cztery w lewo
itd. Z réwnoéci 14+2+3+...463 = 2016 wynika, ze pchta wykona 1+3+5+...463
skoki w prawo oraz 2+4+...462 i jeszcze dwa w lewo. Zatem znajdzie si¢ w punkcie

14+345+...+63—(2+4+...+62) —2=30.



A4. Okregi Op i O¢ o promieniach odpowiednio b i ¢ sa styczne zewnetrznie i leza
po tej samej stronie ich wspdlnej stycznej £. Okrag O 4 o promieniu ¢ mniejszym niz
b i c jest styczny zewnetrznie do okregéw Op i O¢ oraz do prostej £. Udowodnié, ze:

Rozwigzanie:

Bez straty ogoélnosci niech b < c¢. Trojkaty ADB, AEC i BFC sa prostokatne,
poniewaz promien poprowadzony do punktu stycznoéci jest prostopadly do styczne;j.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tych trojkatow, otrzymujemy:

e 224 (b—a)?> = (b+a)?, skad = = 2V/ab,
e 2+ (c—a)? = (c+a)?, skad y = 2\/ca,
o (z+y)?+ (c—b)?=(c+b)? skad z +y = 2Vbc.

Zatem

2Vab+ 2v/ca = x +y = 2Vbe.

Dzielac powyzsza réwnos$é obustronnie przez 2v abc uzyskujemy teze

+

Si-
Bl

1
va



AS5. Liczba 234234234234... konczy sie cyfra 2, 3 lub 4. Czy ta liczba moze by¢ kwa-
dratem liczby naturalnej?

Rozwiagzanie: Zauwazmy, ze dwie ostatnie cyfry rozpatrywanej liczby tworza liczbe
23, 34 lub 42. Zatem jej reszta z dzielenia przez 4 wynosi 2 lub 3. Dowolna liczbe
naturalng mozna zapisa¢ w postaci 2k lub 2k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k.
7 réwnosci

(2k)? =4k* i (2k+ 1) =4k(k+1)+1

wynika, ze kwadrat liczby naturalnej daje przy dzieleniu przez 4 reszte 0 lub 1. Za-
tem nasza liczba nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej.

Zestaw B

B1. Punkt F jest punktem wewnetrznym kwadratu ABCD. Wykazaé, ze jesli troj-
kat AEB ma mniejsze pole niz trojkat BEC, to tréjkat CED ma wigksze pole niz
trojkat DFEA.

Rozwiagzanie: Dla uproszczenia przyjmijmy, ze bok kwadratu ma dlugosé 1. Oznaczmy
przez Py, Py, P3 i Py pola tréjkatéw odpowiednio AEB, BEC, CED i DEA.

D 1 c
| Py
L
e N Py 1
z
L Py
A T B
Wéwecezas ) ) ) )
P, Po==-.1. Z . 1loy== _
1B =glat o ly=c(@ty) =g

i analogicznie Py + Py = % Wobec tego, jezeli P, < Py, to

1 1
Py =—- — P - —P =P
375 1>2 2 4,

co konczy dowdd.



B2. Czy istnieje liczba trzycyfrowa, ktéra jest réwna podwojonemu iloczynowi swo-
ich cyfr?

Rozwiazanie: Niech abc bedzie poszukiwang liczba. Trzeba rozwiazaé¢ réwnanie

100a 4+ 10b + ¢ = 2abc,

w ktérym a, b, c € {0,1,...,9} oraz a # 0. Przeksztalcajac dang réwnosé otrzymamy
10b+ ¢
a=—-—
2bc — 100’

z czego wynika, ze bc > 50. Biorac dodatkowo pod uwage, ze c jest parzyste, stwier-
dzamy, ze 10b+c moze by¢ jedna z liczb: 78, 88, 96, 98. Stosujac raz jeszcze powyzsza
réwnosé, mozemy obliczy¢ cyfre a w kazdym z tych czterech przypadkéw:

- B S S |
2.7-8—100 2’ 2.8.8—-100 "7’

96 98 5
2-9~6—100_12’ 2~9-8—100_2§'

W Zadnym nie otrzymalidmy cyfry, zatem poszukiwana liczba trzycyfrowa nie ist-
nieje.

B3. Piotr zebral w lesie 3,1 kg grzybow. Cztery najciezsze wazyly tacznie 1 kg. Pieé
najlzejszych réwniez wazylo tacznie 1 kg. Ile grzybéw zebral Piotr?
Rozwiazanie: Podzielmy grzyby zebrane przez Piotra na trzy kategorie i obliczmy
$rednig mase grzyba w kazdej z nich:

e lekkie (5 najlzejszych, lacznie 1 kg) — srednia + kg,

e ciezkie (4 najciezsze, lacznie 1 kg) — $rednia 1 kg,

e przecietne (x pozostalych, lacznie 1,1 kg) — $rednia % kg.
Jest jasne, ze % < 171 < i. 7 tych nieréwnosci wynika, ze

4 5
11>3 oraz x<1

)

<.

i 1

)

Liczba x jest naturalna, zatem x = 4 i Piotr zebral 5 + 4 + x = 13 grzybow.



B4. Wiadomo, ze a + b + ¢ = 2018 oraz %H} + ﬁ + CJ%G = ﬁ. Obliczy¢ wartosé
wyrazenia
c a b
+ + .
a+b b+c c+a
Rozwiazanie: Wszystko wyjadnia ponizszy rachunek:

c n a n b
a+b b+c c+a
(a+b+c)—(a+b) +(a+b+c)—(b—|—c) N (a+b+c)—(c+a)

a+b b+c c+a n
at+b+ec a+b+ec at+b+ec
= -1+ —-l+—-1=
a+b b+c c+a
1 1 1
(a+b+0) (a+b+b+c+c+a)

1

B5. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym | BAC| = 100°. Dwusieczna
kata AC B przecina odcinek AB w punkcie D. Udowodnié, ze |CD| + |DA| = |BC|.

Rozwigzanie: Wybierzmy na odcinku BC' taki punkt E, dla ktérego |CE| = |CD|.
Wtedy |<DEC| = |<EDC| = 80°, wiec |<DEC| + |<DAC| = 180°, czyli na
czworokacie ACED mozna opisaé¢ okrag.

Luki AD i DFE okregu opisanego na czworokacie ACED maja réwna dlugosé, gdyz
zachodzi réwnos$é odpowiednich katéw wpisanych — |<ACD| = |« DCE|. Zatem
|AD| = |DE|. Dalej

|*BDE| =180° — |<ADE| = |4ACE| = |<ABC|,
wiec |BE| = |DE| = |AD|. To prowadzi do wniosku, ze
|AD| + |CD| = |BE| + |CE| = |CB|,

co konczy dowdd.
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Zestaw C

C1. Niech pg oznacza dwucyfrowa liczbe catkowita z cyfra dziesiatek p oraz jednosci
q. Dla jakich cyfr a,b,c > 0 wartosci ilorazéow ab : ba oraz bc : cb sa rowne i jedno-
czesnie rézne od 1?7

Rozwigzanie: Rozwazamy tu rownanie

10a+b  10b+c
10b+a 10c+b’

w ktérym a, b i ¢ sa liczbami ze zbioru {1,2,...,9}.
Mnozac kazda strone réwnania przez (10b + a)(10c¢ + b), otrzymujemy

(10a + b)(10c + b) = (100 + ¢)(10b + a),
skad
100ac 4+ 10(ab + be) + b* = 1006* + 10(ab + be) + ac,
wiec
100ac + b* = 100b* + ac.

Zatem ac = b%. Zauwazmy, ze a # b, bo ab : ba # 1. Pamictajac, ze a,b oraz c sa
liczbami catkowitymi od 1 do 9, dostajemy wartosci takie jak w tabelce

al|lll]4]1]9]|2|8[4|9
212(3|3[4|14]6]6
41119]1|8(2]9)|4

Na koniec sprawdzamy, ze faktycznie zachodza réwnosci:

1224 1339 24 48 46 _ 69
21~ 42’ 31 93’ 49 = 84’ 64 96

Zatem warunki zadania spelnia osiem tréjek (a,b,c), ktére przedstawiono wyzej
w tabeli.
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C2. Gra polega na wypisywaniu na przemian przez dwbch graczy kolejnych cyfr do-
wolnej liczby 18-cyfrowej. Jezeli otrzymana liczba jest podzielna przez 9, to wygrywa
osoba rozpoczynajaca gre, w przeciwnym razie wygrywa drugi gracz. Obowiazuja
nastepujace reguly: 1) pierwsza cyfra nie moze byé zerem; 2) po cyfrze réznej od
9 mozna napisaé tylko cyfre wieksza; 3) po cyfrze 9 mozna wpisa¢ dowolng cyfre.
Ktéry gracz ma strategie wygrywajaca i jaka ona jest?

Rozwiagzanie: Pokazemy strategie wygrywajaca dla pierwszego gracza. Pierwszy
gracz pisze cyfre 8, drugi musi napisa¢ 9. Wowczas pierwszy moze zgodnie z regu-
lami napisa¢ dowolna cyfre i znéw pisze 8, zmuszajac przeciwnika do napisania 9.
Sytuacja powtarza sie az do napisania ostatniej cyfry przez drugiego gracza. Suma
cyfr zapisanej liczby to 9-84+9-9=19-(9+8) =9 17. Zatem liczba jest podzielna
przez 9 i pierwszy gracz wygrywa.

C3. Dany jest szesciokat foremny ABCDEF. Na odcinku DE wybrano taki punkt
P, ze odcinki AD, CE i BP przecinaja si¢ w jednym punkcie. Ktéry z odcinkéw jest
dtuzszy: DP czy EP?

Rozwigzanie: Niech X bedzie punktem przeciecia odcinkéw AD, CE i BP, za$
O srodkiem szesciokata. Gléwne przekatne szedciokata dziela go na tréjkaty rowno-
boczne. Oznaczmy przez a dlugosé boku szedciokata.

A F

C D

Czworokat CDEO jest rombem, wiec X jest srodkiem odcinka DO, zatem |AX| =
3|DX]|. Proste AB i DE sa réwnolegle, wiec tréjkaty ABX i DPX sa podobne.
7 tego wynika, ze

|DP| |DX| 1

|AB|  |AX| 3’
wiec |DP| = a i |[EP| = 2a. Wobec tego |EP| > |DP)|.

12



C4. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki liczb naturalnych (a,b,c), w ktérych a, b i ¢ sa
dtugosciami bokow tréjkata prostokatnego o polu réwnym a + b + ¢ oraz spelnione
sg nieréwnosci a < b < c.

2

Rozwigzanie: Mamy a? + b? = ¢? oraz %ab = a+ b+ c. Z tych réwnosci wynika, ze

4(a® +b?) = 4c* = (2¢)* = (ab — 2a — 2b)2.
Po uproszczeniu otrzymamy ab — 4(a + b) + 8 = 0, co jest réwnowazne réwnosci
(a—4)(b—4)=8.
Liczbe 8 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu liczb catkowitych na cztery sposoby:
8=1-8=2-4=(-1)-(-8) =(-2)-(—4).

Tylko pierwsze dwa daja dodatnie a i b. Stad juz tatwo wyznaczy¢ t6jki (a,b,c) —
sa to (5,12,13) oraz (6,8, 10). Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze spelniaja
one zadane rownosci.

C5. 7Z kostek domina 2 x 1 zbudowano kwadrat n x n. Nastepnie usuwano kolejno
po jednej kostce sasiadujacej z przynajmniej trzema innymi, jeszcze nie usunietymi
kostkami. Czynnos¢ te powtarzano, dopdki bylo to mozliwe. Dowieéé, ze na koncu
pozostalo przynajmniej %n kostek. Uwaga. Kostki sasiaduja, jezeli maja przynaj-
mniej jedna jednostke wspodlnego brzegu.

Rozwigzanie: Niech usuwana kostka sasiaduje z innymi wzdtuz brzegu o dtugosci d,
przy czym d > 3, bo inaczej nie mozna usunaé¢ kostki. Wtedy pozostala czes¢ brzegu
tej kostki ma dlugo$¢ 6 — d. Usuwajac te kostke, zmienimy brzeg figury lub figur,
ktore tworzag kostki. Obwdd zmaleje o 6 — d i wzrosnie o d, czyli w sumie wzroénie
06—2d>0.

Zatem podczas usuwania kostek nie moze zmaleé¢ obwdd figury (figur) zbudowanej
z kostek. Na poczatku wynosi on 4n. Jezeli na koncu zostalo k kostek, to obwdd
figur, ktore tworza jest nie mniejszy niz 6k. Wyzej dowiedziona wlasno$é obwodu
daje nam zatem nieréwnosc¢ 6k > 4n, czyli k > %n
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