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Organizacja konkursu

Czwarta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej Junioréw odbyla sie w roku
szkolnym 2018/2019. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLMJ, powo-
tang przez Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaly
si¢ w okresie od stycznia do marca 2019 r. Konkurs jest wzorowany na Wielkopol-
skiej Lidze Matematycznej adresowanej do uczniéw szkoét srednich. W roku szkolnym
2018/2019 konkurs byl adresowany zaréwno do uczniéw wygaszanych oddzialéw gim-
nazjalnych jak i do uczniéow starszych klas szkét podstawowych.

Informacja o przeprowadzaniu WLMJ dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekejami szkol oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktual-
nych informacji jest strona internetowa wimgj.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLMJ
na Facebooku.

W konkursie wzielo udzial 6 uczniéw oddzialéw gimnazjalnych oraz 24 uczniow
ze szkél podstawowych. Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: ze-
staw A do konca stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca.
Kazdy zestaw skladal si¢ z 6 zadan z réznych dzialéw matematyki, przy czym za-
dania od 1 do 4 byly przeznaczone dla uczniéow szkél podstawowych, a zadania od 3
do 6 — dla gimnazjalistow. Rozwiazania zadan oceniane byty przez Komisje WLM.J.
Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymac¢ od 0 do 10 punktéow. W kilka
dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawdw, na stronie
internetowej WLMJ ukazywal sie aktualny ranking uczestnikow.

Zakonczenie IV WLMJ odbylo sie 21 maja na Wydziale Matematyki i Informa-
tyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktorzy rozwia-
zali najwigcej zadan, otrzymali nagrody ksiazkowe. Zakonczenie uswietnit wyktad
prof. Krzysztofa Pawalowskiego, wspotzatozyciela WLM.

Komisja WLMJ

e Przewodniczacy:

mgr Przemystaw Pela.

e Zespol oceniajacy prace uczestnikéw:

dr Bartlomiej Bzdega, mgr Piotr Berda, dr Eliza Jackowska-Boryc,
mgr Agnieszka Kukla, mgr Piotr Mizerka, mgr Przemystaw Pela,
mgr Joanna Strézyk, mgr Tomasz Sliwinski.

e Zespol przygotowujacy zadania konkursowe:

dr Edyta Juskowiak, dr Barttomiej Bzdega, mgr Piotr Berda,
dr Eliza Jackowska-Boryc, mgr Piotr Mizerka, mgr Przemystaw Pela,
mgr Joanna Strézyk, mgr Tomasz Sliwinski.



Wyniki konkursu (oddzialy gimnazjalne)

Laureat I stopnia

Olaf Hofman (90 pkt.)
Uczen 3 klasy oddzial gimnazjalnego XXXLVIII Dwujezycznego LO w Poznaniu.

Laureat IT stopnia

Dorian Gabler (90 pkt.)
Uczen 3 klasy Gimnazjum im. KEN w Warszawie.

Laureat III stopnia

Mikolaj Szumlanski (90 pkt.)
Uczen 3 klasy oddzial gimnazjalnego Szkoty Podstawowej nr 1 w Wagrowcu.

Wyniki konkursu (oddzialy szkél podstawowych)

Laureaci I stopnia

Jakub Wawrzyniak (117 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 w Poznaniu.

Klara Hofman (115 pkt.)
Uczenica 7 klasy Szkoty Podstawowej nr 3 w Luboniu.

Laureaci II stopnia

Aleksandra Strzelecka (104 pkt.)
Uczenica 8 klasy Niepublicznej Szkoly Podstawowej w Wilkowyi.

Paulina Czajkowska (97 pkt.)
Uczennica 8 klasy Szkoly Podstawowej w Steszewie.

Natalia Siwek (92 pkt.)
Uczennica 8 klasy Spotecznej Szkoly Podstawowej nr 2 w Poznaniu.

Laureaci III stopnia

Krystyna Cieluba (83 pkt.)
Uczennica 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 w Poznaniu.

Dawid Bugajewski (81 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej w Czempiniu.



Kacper Paterski (79 pkt.)
Uczen 7 klasy Zespolu Przedszkolno-Szkolnego w Kotaczkowie.

Maja Komorowska (72 pkt.)
Uczen 7 klasy Zespolu Przedszkolno-Szkolnego nr 9 w Poznaniu.

Antoni Staniewski (70 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 56 w Poznaniu.

Wyrdznieni

Krzysztof Pedzich (55 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej w Steszewie.

Marcin Krzewinski (53 pkt.)
Uczen 7 klasy Szkoty Podstawowej nr 2 w Skérzewie.

Magdalena Siwek (52 pkt.)
Uczennica 6 klasy Szkoty Podstawowej nr 93 w Poznaniu.

Marcel Sniegowski (41 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoty Podstawowej nr 2 w Skérzewie.

Jakub Stachowski (40 pkt.)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 2 w Skérzewie.



Szkice rozwigzan zadan

A1. Czy szescian mozna rozcia¢ na 49 mniejszych szescianéow? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie. Taki podzial jest mozliwy, mozna go zrealizowa¢ w nastepujacy sposéb.
Ustalmy, ze dlugosé krawedzi szeScianu wynosi 6 jednostek. Dzielimy szescian na trzy
warstwy, o grubosciach kolejno 3, 21 1.

/

Nastepnie pierwszg warstwe rozcinamy na 4 szeSciany o krawedzi 3, druga na 9 sze-
Sciandéw o krawedzi 2, a trzecia na 36 szescianéw o krawedzi 1. Lacznie otrzymaliSmy
49 szescianéw.

A2. Na przyjecie przyszta pewna liczba gosci, pomiedzy 50 a 150. Gospodarz posta-
nowit usadzié ich po cztery osoby przy kazdym stole, ale nie udato si¢ to, poniewaz
jedna osoba musiata wtedy usia$¢ sama. Sprébowal po pie¢ — réwniez pozostata
jedna osoba. Ostatecznie goscie usiedli w pie¢ oséb przy jednym stole, a po szes¢
przy kilku innych.

Tlu gosci bylo na tym przyjeciu?

Rozwigzanie. Niech n oznacza liczbe oséb obecnych na przyjeciu. Z tresci zadania
wynika, ze liczba n daje reszte 1 z dzielenia przez 4 i 5, zatem liczba n — 1 dzieli
sie przez 4 1 5 — czyli dzieli sie przez NWW(4,5) = 20. Z powyzszej obserwacji oraz
z nieréwnosci 50 < n < 150 wnioskujemy, ze n jest jedna z liczb:

61, 81, 101, 121, 141.

Pozostal do sprawdzenia jeszcze jeden warunek — liczba n — 5 dzieli sie przez 6.
Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze z powyzszych liczb jedynie 101 posiada
te wlasnosé.

Odpowiedz: Na przyjeciu byto 101 gosci.



A3. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (x,y, z) liczb naturalnych, ktére spelniaja réwnosé

3 4 3Y + 3% = 32019'

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze jesli co najmniej jedna z niewiadomych jest
wigksza lub réwna 2019, to 3% + 3Y + 3% > 32919, Stad, poniewaz liczby x, y i 2 sa
naturalne, mamy z,y, z < 2018. Z tego wynika, ze

31 + 3y 4 32 < 32018 4 32018 4 32018 =3. 32018 — 32019.

W takim razie, aby w miejscu ,,<” zachodzila rownosé, musi by¢ z = y = z = 2018.

Odpowied?: Réwnanie spelnia tylko jedna tréjka — (2018, 2018, 2018).

A4. Na przekatnej BD prostokata ABCD wybrano takie punkty E i F, ze czworokat
AECF jest rombem o kacie ostrym 60° i polu P. Wykazaé, ze pole prostokata ABC' D
jest réwne Pv/3.

Rozwigzanie. Przekatne rombu sg prostopadle, wiec AC LEF, tym samym AC 1 BD.
Czworokat ABC D jest wobec tego prostokatem o prostopadlych przekatnych, czyli
kwadratem. Zauwazmy tez, ze |SXEAF| < |[<XBAD| = 90°, wigc <EAF jest katem
ostrym rombu AECF. Zatem z tresci zadania |[<EAF| = 60°. W tréjkacie AEF
zachodzi ponadto réwnosé |AE| = |AF|, gdyz romb AECF ma boki réwnej dlugosci.
Zatem trojkat AEF jest rownoboczny.

D C

A B

Odcinek AS jest wysokoscia tréjkata AEF, wigc |AS| = @\EF\, czyli |[EF| =
%|AS|. Pole rombu AECF jest réwne

2

|AC| - |AS|
7 _—

AS| =
|AS| 7

1 1
P=—|AC|-|EF|= -]AC|-
2| C|-|EF)] 2| C|



Kwadrat ABC'D tez jest rombem, wiec do obliczenia jego pola mozna postuzy¢ sie
wzorem

1
Papep = §|AC\ -|BD| = |AS| - |BD| = |AS| - |AC| = PV/3,
co konczy dowdd.

A5. Sposrod wierzchotkéw 15-kata foremnego chcemy wybraé takie cztery, z ktérych
kazde dwa sa koncami pewnej jego przekatnej. Na ile sposobéw mozna to zrobié¢?

Rozwigzanie. Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwosci wyboru czterech wierzchot-
kéw 15-kata, a nastepnie odejmiemy te, ktére nie spelniaja warunkow zadania.

Wybierajac 4 wierzcholki spoéréd 15, pierwszy mozemy wybraé¢ na 15 sposobdw,
drugi na 14, trzeci na 13, a czwarty na 12 — to na mocy reguly mnozenia daje
15-14 - 13- 12 mozliwosci. Nalezy jeszcze ten wynik podzieli¢ przez liczbe sposobéw
uporzadkowania czterech wierzcholkéw, poniewaz kolejnosé nie ma tu znaczenia.

Podsumowujac, 4 wierzcholki z 15 mozna wybra¢ na % = 1365 sposobow.

W tych czwérkach wierzchotkéw, ktore nie spelniaja warunkéw zadania, znajduje
sie co najmniej jedna para wierzchotkéw bedacych koncami pewnego boku 15-kata.
Takie wierzcholki bedziemy w skrocie nazywaé sasiednimi. Aby policzy¢ te czwérki,
rozwazymy cztery przypadki.

e . . . . . e .
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Przypadek I — cztery wierzcholtki pod rzad. Tu mamy 15 mozliwodci.

Przypadek II — trzy wierzchotki z rzedu i jeden izolowany. Tréjke kolejnych wierz-
chotkéw mozna wybraé¢ na 15 sposobéw, czwarty, izolowany, na dziesie¢. To daje
15 - 10 = 150 mozliwosci.

Przypadek III — dwie pary sasiednich wierzchotkéw. Pierwsza pare mozna wybraé
na 15 sposobéw, druga na 10, co daje lacznie % 1510 = 75 sposobéw (czynnik
% bierze si¢ stad, ze w rachunku 15 - 10 kazde ustawienie liczone jest dwukrotnie —
kazda z par wystepuje raz jako pierwsza, raz jako druga).

Przypadek IV — jedna para sasiednich wierzchotkéw i dwa wierzchotki izolowane.
Pare sasiednich wierzchotkéw mozna wybrac¢ na 15 sposobéw. Polozenie dwoch wierz-
chotkéw izolowanych okreslimy za pomoca pary liczb (a,b), gdzie a oznacza liczbe
niewybranych wierzchotkéw pomiedzy para a wierzchotkiem izolowanym, idac od pary



przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, zas b — zgodnie. Dla jasnoéci, rysunkowi IV
odpowiada para (3,4). Liczby a i b sa calkowite dodatnie i musza spelnia¢ warunek
a + b < 10. Jest jedna taka para o sumie a + b = 2, dwie o sumie 3, trzy o sumie
4 i tak dalej. To daje tacznie 1 +2 4+ ... 4+ 9 = 45 par (a,b), zatem przypadek IV
obejmuje 15 - 45 = 675 mozliwosci.

Podsumowujac, mamy 1365 wszystkich czwoérek wierzchotkéw, z ktérych 15+ 150 +
75+ 675 = 915 nie spelnia warunkow zadania. Stad szukanych czwérek jest 1365 —
915 = 450.

Odpowiedz: Wyboru mozna dokonaé¢ na 450 sposobdow.

Uwaga. W pierwszej czesci rozwiazania mozna skorzystaé z gotowego wzoru na liczbe

k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego. Jest ona réwna (Z) = ﬁlk),

AG6. Pewna liczba naturalna 2019-cyfrowa jest rowna sumie k-tych poteg jej cyfr.
Dowiesé, ze k > 2019.

Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba z zadania, natomiast ai, as, . .., a2019 jej cyframi.
Wowezas

n=af4+ab+. . +aby, <O +9F+ .. +9% =2019. 9"

2019 sktadnikéw

Z drugiej strony, liczba n jest 2019-cyfrowa, wiec n > 102018, To nam daje nieréwnosé
2019 - 9% > 10°'8.
Przypusémy, ze wbrew tezie k < 2019. To prowadzi do nieréwnosci
2019 - 92019 > 2019 - 9¥ > 102018,

lub réwnowaznie (22)*'* < 9.2019. Ale praecies 97 = 4782969, wigc (12)7 > 2,

9 9
zatem 2018 7-20
10 10\ ©
(9> > (9> > 220 59.2019.

Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze k > 2019.

Uwaga. Rozwiazanie nieco ulatwia znajomosé logarytmoéow. Biorac obustronnie loga-
rytm dziesietny z nieréwnosci 2019-9% > 102018 otrzymamy log 2019+%log9 > 2018,
co daje k > ZHEOE20L ~ 2111,30278 > 2019.

B1. Na tablicy napisano cztery liczby. Jesli zmazemy pierwsza z nich, suma pozo-
statych wynosi¢ bedzie 42. Suma pozostalych wyniesie 40, jedli zmazemy druga, 38
jesli trzecia, a 36 jesli czwarta. Wyznaczy¢ te liczby.



Rozwigzanie. Niech a, b, ¢ i d beda szukanymi liczbami. Z tredci zadania mamy
b+c+d=42, a+ ¢+ d =40, a+b+d=38, a+b+c=36.
Dodajac stronami wszystkie cztery rownosci, otrzymamy 3a + 3b + 3¢ + 3d = 156,

wiec
a+b+c+d=52

Teraz wystarczy obliczy¢

a=(a+b+c+d) —(b+c+d)=52—-42=10,
b=(a+b+c+d)—(a+c+d)=52—-40 =12,
c=(a+b+c+d)—(a+b+d)=52-38=14,
d=(a+b+c+d)—(a+b+c)=52—-36=16.

Odpowiedz: Te liczby to 10, 12, 14 i 16.

B2. Wysokoéci trojkata ostrokatnego ABC przecinaja sie w punkcie H. Przez punkt
H przechodzi symetralna odcinka AB. Udowodnié, ze tréjkat ABC' jest réwnora-
mienny.

Rozwigzanie. Skorzystamy z faktu, ze je$li mamy dany punkt i prosta, to istnieje
tylko jedna prosta, ktéra przechodzi przez dany punkt i jest prostopadta do danej
prostej. Symetralna ¢ odcinka AB oraz wysoko$¢ C'D trojkata ABC' przechodza
przez punkt H i sa prostopadle do AB, wiec proste £ i C'D sie pokrywaja.

C

R

A D B

Wobec tego punkt D jest srodkiem odcinka AB. Mamy zatem |AD| = |BD)| oraz
|xADC| = |«BDC| = 90°. Tréjkaty ADC' i BDC' sa wiec przystajace (bkb), czyli
|AC| = |BC|. Tréjkat ABC jest zatem réwnoramienny.



B3. Niech P(n) oznacza iloczyn cyfr liczby naturalnej n, na przyklad P(334) =
3:3-4=361ub P(207) =2-0-7 = 0. Obliczyé¢ sume

P(1) + P(2) + P(3) + ... + P(2019).

Rozwigzanie. Niech Sj oznacza sume iloczynéw wszystkich liczb k-cyforwych dla
naturalnych k > 1. Wtedy S; =0+ 1+ 2+ ... 4+ 9 = 45. Liczby (k + 1)-cyfrowe
powstaja z k-cyfrowych przez dopisanie na ich koncu jednej z cyfr: 0,1,2,...,09.
Wobec tego

Sk+1 =05, + 15, +25;, +...+95, =455}

dla naturalnych k > 1. Z tego wynika, ze S = 452 1 S5 = 453. Mamy zatem:
P(1) 4+ P(2) + ...+ P(9) = 45,
P(10) + P(11) + ... + P(99) = 452,
P(100) + P(101) 4 ...+ P(999) = 453
P(1000) + P(1001) + ... + P(1099)
P(1100) + P(1101) + ... + P(1999
01

) = 453
P(2000) 4+ P(2001) + ...+ P(2019) =

Otrzymalismy

P(1)+ P(2) + ...+ P(2019) = 45 4+ 45% + 2 - 45% = 184320.

OdpowiedZ: Szukana suma wynosi 184320.

B4. Dany jest szesSciokat wypukly, w ktérym zadne dwie przekatne nie sa rownolegte.
Udowodnié, ze proste zawierajace pewne dwie przekatne tego szesciokata przecinaja
sie pod katem o mierze co najwyzej 25°.

Rozwigzanie. Jesli przesuniemy prosta rownolegle, to miary katéw, ktére ona tworzy
z pozostalymi prostymi, pozostana bez zmian. Mozemy zatem wszystkie proste za-
wierajace przekatne szedciokata przesunaé rownolegle w taki sposéb, by przechodzity
one przez jeden wspoélny punkt.
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Dziewieé prostych przechodzacych przez jeden wspdlny punkt dzieli ptaszczyzne na
18 katéw o wspolnym wierzchotku. Katy te odpowiadaja niektorym katom pomiedzy
przekatnymi szeSciokata. Suma ich miar wynosi 360°. Gdyby wszystkie mialy miare
wieksza niz 25°, to otrzymalibySmy sprzecznosé, gdyz 18 - 25° > 360°. Zatem ktorys
z nich ma miare nieprzekraczajaca 25°.

B5. Dwudziestojednokat A1 As As ... Aoy jest foremny. Dowiesé, ze przekatne A1 Aqs,
A4Aq7 1 AgAqg przecinaja sie w trzech punktach, ktore sa wierzchotkami tréjkata
réwnobocznego.

Rozwigzanie. Ze wzgledu na symetrie dwudziestojednokata foremnego, zachodza na-
stepujace réwnolegtodci:

A1As || Ao Arg, AgAi7 || A7Aug, AgAjg || A7A1s.

7 tego wynika, ze katy w trojkacie wyznaczonym przez dane w zadaniu przekatne
majg takie same miary, co katy trojkata A;A14A21.

A7/’\

Ay

Ay

A21

e

e

Az
Aug

Al?

Trojkat A7 A14A271 jest réGwnoboczny, zatem dowdd jest zakonczony.

B6. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad réwnan

B +ly—z = yz+1
Vv4lz—z] = zz+1
Ztlr—yl = zy+1

11



Rozwigzanie. Ze wzgledu na symetrycznosé ukladu, mozna bez utraty ogélnosci przy-
jaé, ze ¢ < y < z. Wowcezas otrzymamy uklad

>+z—y = yz+1
Vv+z—z = zx+1
P24y—z = ay+1.

Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego, otrzymamy
x2+z—y—y2—z—|—x:yz+1—zx—1,
a po przeksztalceniach (z +y+ 2z + 1)(z — y) = 0, wiec
r+y+z=-1 lub Tr=1y.
Postepujac analogicznie z réwnaniem drugim i trzecim, dojdziemy do wniosku, ze
r+y+z=1 lub Y =z.

Zauwazmy, ze réwnosci z = y i y = z nie moga by¢ jednoczesnie spelnione, gdyz
wéwcezas otrzymalibySmy w pierwszym réwnaniu uktadu sprzecznosé 0 = 1. Mamy
zatem do rozwazenia dwa przypadki:

Przypadek I — zachodza réwnosci z +y+2 = —-1iy = 2. Wtedy o = —1 — 2y.

Podstawiajac do pierwszego réwnania ukladu, otrzymamy

(-1=29)°+|y—yl=yy+1.

Po uproszczeniu y(3y +4) = 0, wiec y = 0 lub y = —%. Jesliy =0,t0 2z =01
r = —1 — ta trojka spelnia wyjsciowy uktad réwnan. Jezeli y = —%, toxz = g >y —
sprzeczno$¢ z zalozeniem = < y.

Przypadek IT - tutaj z +y + z = 1 oraz « = y. Zatem z = 1 — 2y i wstawiajac te

wartosci do pierwszego réwnania uktadu, otrzymamy

(1-2y)+ly—yl=yy+1

Po uproszczeniu y(3y—4) = 0, wiecy = 0luby = %. Jedliy=0,tox=0iz=1—-ta
tréjka spelnia wyjéciowy uktad réwnan. Jezeli y = %, to z = —g < y — sprzecznosé
z zalozeniem z > y.

Na koniec uwalniamy sie od zalozenia z < y < z — przy kazdym innym porzadku
niewiadomych rozwiazanie jest analogiczne. Ostatecznie uklad spelnia sze$é tréjek
(2,9, 2):

(0,0,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,—1), (0,—1,0), (0,0,—1).
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C1. Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia wielokrotnosé liczby 72, w ktérej zapisie dzie-
sietnym wystepuja tylko cyfry 01 1.

Rozwigzanie. Rozwazmy wszystkie liczby podzielne przez 72, w ktorych zapisie dzie-
sietnym wystepuja tylko zera i jedynki. Rownowaznie, takie liczby dzielg si¢ przez 8 i
9, poniewaz 8-9 = 72 oraz NWD(8,9) = 1. Wobec tego rozwazane liczby sa definiowane
przez nastepujace warunki:

1. liczba utworzona z trzech ostatnich cyfr tej liczby dzieli sie przez 8, czyli trzy
ostatnie cyfry sa zerami,

2. suma cyfr tej liczby dzieli sie przez 9, czyli liczba jedynek w jej zapisie jest
wielokrotnoscia dziewiatki.

Najmniejsza liczba spelniajaca te dwa warunki jest 111111111000.
Odpowiedz: Szukang liczba jest 111111111000.

C2. W tréjkacie ABC dane sg |AC| = 4 oraz |[<ACB| = 150°. Odcinek CD jest
wysokoscig tego tréjkata, przy czym spelniona jest réwnosé |AD| = 3|C'D|. Obliczyé
dtugosé wysokoéci tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka B.

Rozwigzanie. Niech |BE| = h. Mamy |<ECB| = 30°, gdyz jest to kat przyleglty do
JACB. Katy wewnetrzne przy wierzchotkach B, C' i F trojkata BCE maja wiec

miary odpowiednio 60°, 30° i 90°. Na mocy wlasnosci takiego tréjkata zachodzi
r6wnoéé |CE| = hy/3.

B

™

E h3 C 4 A

Trojkaty prostokatne ACD i ABE maja wspélny kat przy wierzchotku A, wiec sa
podobne (kkk). Zatem

mW3+4 |AE| |AD|
h  |BE| |CD|

Rozwiazujac to rownanie, otrzymamy h = 3_4 7= 2+ %x/g
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Odpowiedz: Wysokosé trojkata ABC' opuszczona z wierzchotka B ma dtugo$é 2 +

2

C3. Do wylozenia kwadratowej posadzki o boku dtugoéci n uzyto k kwadratowych
plytek o bokach, ktérych dlugoéci wyrazaja si¢ liczbami naturalnymi aq,as, ..., ak.
Niech m = a1 + a2 +. ..+ ag. Udowodnié, ze liczby m i n sa albo obie parzyste, albo
obie nieparzyste.

Rozwigzanie. Skorzystamy z nastepujacego faktu:
Jesli a jest liczbg catkowitq, to liczby a i a® sq tej samej parzystosci.
7 tresci zadania mamy

m=a;+az+...+ag oraz n2:a%+a§+...+ai,
zatem liczby m i n? sa tej samej parzystosci, jako sumy sktadnikéw majacych odpo-
wiednio taka samg parzystoéé na mocy faktu. Na koniec zauwazamy, ze n i n? maja
te sama parzystosé, wiec m i n sa albo obie parzyste, albo obie nieparzyste.

C4. Liczby a, b, ¢ i d sa dlugo$ciami bokéw pewnego czworokata. Dowiesé, ze

a b c d

1 2.
< b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c<

Rozwigzanie. Niech

g a n b n c n d
" b4+c+d c+d4+a d+a+b a+b+c

Liczniki i mianowniki w tych utlamkach sa dodatnie, wigc zwigkszajac mianowniki,
zmniejszymy warto$¢ wyrazenia. Mamy zatem

a b c d

S i erdia Terdratt Tdtatbie Tatbrerd

)

co dowodzi pierwszej z nieréwnosci. Aby wykazaé druga, postuzymy sie nastepuja-
cym faktem:

{15 z z+t
Jeslhh 0 <z <y orazt > 0, t0y<y+t.

Aby go wykazaé, zastosujemy metode przeksztalcen rownowaznosciowych:

T r+t

< — z(y+t) <ylr+t) <= zrt<yt < x <y,
s Sl (y+1) <ylz+1t) y y

co jest prawda jako zalozenie.
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Poniewaz a, b, ci d sa dlugo$ciami bokéw czworokata, zachodza nieréwnoéci 0 < a <

b+c+d, wigc na mocy powyzszego faktu ;- < b+Zi‘g+a. Rozumujac analogicznie

dla pozostatych sktadnikéw sumy S, otrzymamy

a+a b+b c+e d+d

S < =
b+c+d+a c+d+a+b dH+a+b+c a+b+c+d

Y
co dowodzi drugiej nieréwnosci.

C5. Dany jest trojkat ABC' z katem prostym przy wierzchotku C. Punkty @ i R leza
odpowiednio na odcinkach BC i C'A, a punkty P i S — na odcinku AB. Wykazaé, ze
|PQ|+|QR|+|RS| = 2h, gdzie h jest dlugoscia wysokosci trojkata ABC opuszczonej
z wierzchotka C'.

Rozwigzanie. Rozwazmy romb ABKL, ktérego srodkiem symetrii jest punkt C.
Niech R’ i S’ bedg punktami symetrycznymi do punktéw odpowiednio R i S wzgle-
dem punktu C. Wéwczas R’ 1 S’ lezg odpowiednio na odcinkach CK i K L.

R/

S/

L

Mamy |RS| = |R'S’|, gdyz te odcinki sa symetryczne wzgledem punktu C. Ponadto
|QR| = |QR/'|, poniewaz sa to odcinki symetryczne wzgledem prostej BC. Dlugosé
tamanej PQR'S’ jest nie mniejsza od odleglosci miedzy prostymi AB i KL, ktéra
jest réwna 2h. Ostatecznie otrzymujemy

|PQ| + |QR| + |RS| = [PQ| + |QR'| + |R'S'| > 2,
co konczy dowdd.
C6. Niech C(n) oznacza liczbe cyfr w zapisie dziesietnym liczby naturalnej n. Dla
przyktadu C(5) = 1, C(120) = 3. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna k,

spelniajaca réwnosé

C(k) + C(k*) + C(k*) + ...+ C(k®) = 2019.
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Rozwigzanie. Wykazemy, ze taka liczba nie istnieje, rozwazajac dwa przypadki.

Przypadek I — niech k& < 10°6. Wtedy dla naturalnych ¢ zachodzi nieréwnosé
k! < 10°%) wiec C(kt) < 56t. Zatem

Ck)+C(k*) + ...+ C(k®) <56 +2-56+ ...+ 8- 56 = 2016.

Przypadek II — niech k& > 10°6. Wéwczas dla naturalnych ¢ zachodzi nieréwnogé
kt > 1056 a wiec C(k*) > 56t + 1. Stad

Ck)+CE*) +...+C(k®) >56+1+2-56+1+...+8-56+1=2024.

Podsumowujac, nie jest mozliwa réwnosé C(k) + C(k?) + ...+ C(k®) = 2019, gdyz
wartos¢é tej sumy, w zaleznosci od k, wynosi co najwyzej 2016 lub co najmniej 2024.
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