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Przedmowa

Ksiazeczka ta zawiera zadania przeznaczone przede wszystkim dla powaznie
zainteresowanych matematyka uczniéw szkot srednich oraz nauczycieli takich
uczniéw. Wszystkie zebrane tu zadania pochodza z pierwszych dziesigciu edy-
cji Wielkopolskiej Ligi Matematyczne;j.

Wielkopolska Lige Matematycznag stworzyliémy w 2010 roku z profesorem
Krzysztofem Pawalowskim. Od samego poczatku konkursowi przyswiecaja na-
stepujace idee. Po pierwsze, staramy sie wypelni¢ luke w poziomie trudnosci
zadan maturalnych i olimpijskich — duza czes¢ ligowych zadan jest niewiele
trudniejsza od maturalnych zadan na dowodzenie, ale pojawiaja sie tez zada-
nia, ktére sprawiaja trudnosci nawet weteranom Olimpiady Matematyczne;j.
Po drugie, konkurs jest wylacznie korespondencyjny; uczniowie pracuja, po-
dobnie jak zawodowi matematycy, bez nadmiernej presji czasowej i z dostepem
do zrédel wiedzy. Rzecz jasna, wiaze si¢ to z mozliwoscig popelniania nieuczci-
woéci, jednak — jak dotychczas — skala tego zjawiska jest na szczeécie znikoma
i oby tak pozostato.

Zaprezentowane tu zadania w wiekszosci sa mojego autorstwa, cho¢ nie
jestem w stanie zagwarantowac¢ ich absolutnej oryginalnosci wobec przytta-
czajacej liczby zadan, ktore pojawily sie w wieloletniej historii olimpiad ma-
tematycznych na calym $wiecie. Cze$¢ zadan zostala zaproponowana przez
weteranow WLM, ktérzy, ukonczywszy szkole, chetnie zaangazowali si¢ w or-
ganizacje tego konkursu. Sa to: Wojciech Wawréw (zadania 15, 54, 55, 57,
98), Jedrzej Garnek (42, 49, 79, 83), Sylwester Swat (75), Mieczystaw Kra-
wiarz (48) i Patryk Matusiak (13). Przedstawione tu rozwiazania pochodza nie
tylko od autoréw zadan, lecz rowniez z prac uczestnikéw konkursu, rozméw
z uczniami i studentami, sugestii kolezanek i kolegéw po fachu oraz innych
ludzi dobrej woli — wszystkim bardzo uprzejmie dzigkuje!

Aktualne informacje na temat Wielkopolskiej Ligi Matematycznej mozna
znalez¢ na stronie wlm.wmi.amu. edu.pl.

Niniejszy zbiér zadan poswiecam pamieci Henryka Pawlowskiego, ktéry
zawsze wypowiadal sie bardzo pozytywnie o zadaniach z WLM i kilka lat
temu podsunal mi pomyst napisania takiej ksiazeczki.

Bartiomiej Bzdega
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Rozdziat 1

Liczby naturalne

1.1 Zapis dziesietny

Zadanie 1. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna mniejsza od iloczynu
swoich cyfr w zapisie dziesigtnym.

Zadanie 2. Oznaczmy przez s(k) sume cyfr liczby naturalnej k w zapisie
dziesietnym. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, ktére spelniaja
réwnosé s(11™) = 2™.
Zadanie 3. Wykazaé, ze liczba

11...122...2

—

n n

jest iloczynem pewnych dwéch kolejnych liczb naturalnych.

Zadanie 4. Przez s(n) oznaczmy sume cyfr zapisu dziesigtnego liczby natu-
ralnej n. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ wyrazenia s(2n)/s(n)
dlan > 1.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p ¢ {2,5} o nastepujacej
wlasnodci: w rozwinieciu dziesietnym utamka % na p-tym miejscu po przecinku
znajduje sie cyfra zero.

1.2 Liczby pierwsze

Zadanie 6. Niech py,po,...,p, beda réznymi liczbami pierwszymi i niech
1,1 1 _ __a
P1 + P2 +ot Dn  P1P2---Dn

Udowodnié¢, ze utamek znajdujacy sie po prawej stronie tej rownosci jest nie-
skracalny.



Zadanie 7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p + 8
jest podzielna przez L\/ﬂ

Zadanie 8. Niech p1,p2,...,pr beda réoznymi liczbami pierwszymi, mniej-
szymi od pewnej liczby naturalnej n. Liczba n przy dzieleniu przez liczby
p1,P2,- - -, Pi daje niezerowe reszty, odpowiednio rq, 79, ..., 7. Polézmy

p =min{py,ps,...,pr} oraz r=max{ry,re,..., %}

Dowiesé, ze n” > p*.

1.3 NWD i NWW

Zadanie 9. Rozne liczby naturalne a, b, d spelniaja warunki:
d =NwD(a,b) oraz d+1=NwD(a+1,b+1).
Udowodnié, ze d < /|a — b|.
Zadanie 10. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykazad, ze jesli liczba
=+ % jest podzielna przez a i b, to liczba n jest podzielna przez liczbe
NWW(a,b)? / NWD(a, b).

Zadanie 11. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, ktére maja
dzielnik d > 2, spelniajacy warunek

NWD(n +1,d —2) > v/n+ 1.

Zadanie 12. Liczby naturalne m >n > 21i aq,as,...,a, spelniaja warunki
<o <as<...<apy <2, NWD(a1, as, ..., amy) = 1.
Dowiesé, ze istnieja rézne liczby iy,i9,...,4, € {1,2,...,m}, dla ktérych

NWD(ail,aiQ,...,ain) =1.

1.4 Roéwnania diofantyczne

Zadanie 13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba
4™ + 2™ + 17 jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zadanie 14. Udowodnié, ze réwnanie a® + b* = ¢© nie ma rozwiazan w licz-
bach catkowitych dodatnich a, b, c.

Zadanie 15. Rozwigzaé réwnanie n! + 2 = m3 w liczbach catkowitych do-
datnich m,n.

Zadanie 16. Rozwiaza¢ rownanie
alolFlel o pleltlal o lal+ibl — g

w liczbach catkowitych a, b, ¢, niebedacych jednoczesnie zerami.
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Zadanie 17. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite dodatnie m i n,
speliajace réwnosé

mm = (2n2)"2.

1.5 TozsamoSci algebraiczne i podzielnosé

Zadanie 18. Dane sg liczby catkowite a > b > 0 oraz taka liczba pierwsza
p > 3, ze p? jest dzielnikiem liczby a® — b%. Udowodnié, ze p < av/3.

Zadanie 19. Liczby a, b, ¢ sa calkowite dodatnie, przy czym a? + b? = ¢
Dowie$é, ze liczba ¢ + %ab jest catkowita i ztozona.

Zadanie 20. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d, e spelniaja rownosci
a+b=c+d+e, a?+ 02+ =d* + e

Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb a, b jest zlozona.

Zadanie 21. Niech a, k,l > 2 beda liczbami naturalnymi oraz niech
M = 1+ak+a2k+...—|—a(l_1)k, N=1+d +a®+...+a* D
Udowodnié, ze NWD(M, N) > 1.

Zadanie 22. Niech a > 2 in > 1 beda liczbami catkowitymi. Dowies¢, ze
jedli liczba a?™ + a™ + 1 jest pierwsza, to n jest potega tréjki o wykladniku
catkowitym nieujemnym.

Zadanie 23. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza, ktéra nie jest dzielnikiem
zadnej z liczb calkowitych a, b. Liczby a®+b2 i a®+ b3 daja reszte 1 z dzielenia
przez p. Dowies¢, ze liczba a + b+ 2 dzieli si¢ przez p.



Rozdziat 2

Analiza i algebra

2.1 Roéwnania i uklady réwnan

Zadanie 24. Trzy rézne liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja warunek
-y =yt —2 = 22—z

Udowodnié, ze (x +y)(y + 2)(z + z) = 1.

Zadanie 25. Rozwiaza¢ uktad rownan

|z -yl = 2T
ly—=2 = af
lz—al = "

w liczbach rzeczywistych x, y, z.

2.2 Nierownosci

Zadanie 26. Suma liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwna 1. Dowiesé, ze
Va—bc+vVb—ca+vVe—ab< \/5,

o ile liczby wystepujace pod pierwiastkami sg nieujemne.

Zadanie 27. Wykazad, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, spelniajacych warunek
a+ b+ c =1, zachodzi nier6wnosé

3a—1 3b—1 3c—1
1—a? + 1-b2 + 1—c? 20

Zadanie 28. Liczby x1,x2,...,x; sa nieujemne. Niech s =
dla k =1,2,...,n. Wykazaé, ze

Vi D2+ 1) (sn+1) < (m1+D)(@a+1)... (20 +1).

T1t+xot.. +xp
k
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Zadanie 29. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja réwnoéci

a+b+c=17 i a-b-c=064.
Dowiesé, ze max{a, b, c} > 8.
Zadanie 30. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywi-
sta ¢ o nastepujacej wlasnosci:
Jesli dowolne ciagi liczb rzeczywistych dodatnich (x1,...,2,) 1 (Y1,-.-,Yn)
maja takie same wyrazy, cho¢ niekoniecznie w tej samej kolejnoéci, to

1 T2 LTn—1 Tn
y1+y2 + Y2+ys +ot Yn—1+Yn + Ynt+Y1

> c.
Zadanie 31. Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych z,y,z > %, spelniajacych
warunek zyz = 1, zachodzi nieréwnos¢

2+242>04y+2+3.

2.3 Ciagi

Zadanie 32. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego k istnieje taki ciag
arytmetyczny (a) i taki ciag geometryczny (b), ze réwnosé a,, = b, spelnia
doktadnie k par (m,n) liczb catkowitych dodatnich.

Zadanie 33. Ciag (a) liczb calkowitych dodatnich spelnia dla kazdego n
calkowitego dodatniego warunki:

a2n = 3a, — 1, Aon+1 = 3a, + 1.
Wykazaé, ze ten ciag jest rosnacy.
Zadanie 34. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ciag (a) liczb nieujemnych, ze
dla wszystkich n > 2 zachodza nieréwnosci

Ont1 < Qp  OTAZ  Spy1 > Sp,

przy czym s, jest Srednig arytmetyczna n poczatkowych wyrazéw ciagu (a).
Zadanie 35. Rozstrzygnaé, czy istnieje ciag liczb calkowitych dodatnich,
w ktérym kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz, a ponadto

kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest dzielnikiem lub wielokrotnoscia
poprzedniego wyrazu.

Zadanie 36. W ciggu (a1, a2,as,...,as,) wystepuja liczby 1 i —1, kazda
z nich po 2n razy. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé¢ wyrazenia
’a1a2a3 + 20304 + ... + Q4n—204n—104n + Qan—104n 01 + a4na1a2’~
Zadanie 37. Rozstrzygnaé, czy istnieje rosnacy ciag (a) liczb calkowitych
dodatnich, ktéry spelnia warunki
an | a1 +as+ ...+ ap_1, anp < aj+ag+...+a,_1

dla wszystkich n > 4.
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Zadanie 38. Dla ustalonej liczby rzeczywistej ¢ > 01 liczby naturalnej a; > 1
okreslamy nastepujacy ciag (a): dla n > 1 liczba a,, jest najmniejsza wielo-
krotnoscig liczby n, nie mniejsza niz ca,_1.

Wyznaczy¢ wszystkie takie ¢ > 0, ze niezaleznie od wartosci aq, dla pewnego m
zachodzi réwnosé a,,, = m.

2.4 Funkcje

Zadanie 39. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace dla kaz-
dego x € R warunek zf(x) + f(—z) = 1.

Zadanie 40. Funkcja f: R — R spelnia dla wszystkich liczb rzeczywistych
2 i y nieréwnosé

[f (@) = F)l - |z =yl < 1.
Dowiesé, ze f jest funkcja stala.

Zadanie 41. Funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x
zaleznosé

f(@) = f(f(2)) + =

Udowodnié, ze funkcja f ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

Zadanie 42. Funkcja f: Z, — Z, spelnia dla kazdej liczby catkowitej do-
datniej n réwnosé

Wykazadé, ze dla nieskoriczenie wielu liczb naturalnych n liczba f(n) dzieli sie
przez n.

Zadanie 43. Funkcje f,g: Z, — Z spelniaja dla kazdej liczby calkowitej
dodatniej n nastepujace warunki:

g(n) = f(f(n)) = f(n+1),  f(n)#n+1

Wykazaé, ze funkcja g jest okresowa.

2.5 Wielomiany

Zadanie 44. Wielomian a, 2" + a,_12" "' + ... + a1z + ap nazywamy palin-
dromicznym, jezeli a, # 0 oraz ay = an_j dla k =0,1,...,n. Udowodnié, ze

iloczyn dwéch wielomianéw palindromicznych jest takze wielomianem palin-
dromicznym.
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Zadanie 45. Wykazaé, ze dla n > 2 wszystkie wspdlczynniki wielomianu
Pa)=(z+1)(z+3).. (z+3)

sg mniejsze od n.

Zadanie 46. Niech P(z) bedzie unormowanym wielomianem o wspélczyn-

nikach rzeczywistych oraz niech Q(z) = P(P(x)). Udowodnié, ze jesli wie-

lomian P ma pierwiastek rzeczywisty dodatni, to wielomian () réwniez ma

pierwiastek rzeczywisty dodatni.

Zadanie 47. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych istnieje
taki wielomian n-tego stopnia P(z) o wspdlczynnikach rzeczywistych, ze wie-
lomian Q(x) = P(z? + 1) jest podzielny przez P(z).
Zadanie 48. Dany jest wielomian P(x) o wspdlezynnikach rzeczywistych.
Kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w ciagu

P(1), P(2), P(3), P(4), ...
przynajmniej raz. Udowodnié, ze stopienn wielomianu P(z) jest réwny 1.
Zadanie 49. Wyznaczy¢ wszystkie niestale wielomiany P(x) o wspdlczynni-

kach catkowitych, spelniajace nastepujacy warunek:
Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n co najwyzej jedna z liczb

P(1), P(2), P(3), ..., P(2n—1)

dzieli sie¢ przez n.
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Rozdziat 3

Geometria

3.1 Rachunki na katach

Zadanie 50. Dany jest trojkat ABC. Punkty D i F leza odpowiednio na od-
cinkach BC i AD, przy czym spelnione sa réwnosci

|AC| = |BC| = |AD| oraz |BD|=|ED|.
Udowodnié, ze |<ABE| + 2| DBE]| = 90°.

Zadanie 51. Tréjkat ABC jest prostokatny. Punkt D jest spodkiem wyso-
kosci tego trdjkata, opuszczonej na przeciwprostokatng AB. Punkty K i L
leza odpowiednio na odcinkach AC i BC, przy czym |CK| = |CL| = |CD|.
Proste AC' i LD przecinajg si¢ w punkcie P, a proste BC'i KD w punkcie Q.
Dowiesé, ze |[AP| + |BQ| = |AB].

Zadanie 52. W pieciokacie wypuklym ABC DFE spelnione sg réwnosci
|$AEB| = |¥BEC| = |<ADB| = |4«BDC|.
Udowodnié, ze |[AB| = |BC]|.

Zadanie 53. Najkrotsza przekatna dziewieciokata foremnego o boku a ma
dhugo$éé d. Udowodnié, ze jego najdtuzsza przekatna ma dlugosé a + d.

Zadanie 54. Tréjkat ABC wpisany jest w okrag o srodku O i promieniu R.
Proste AC' i BC przecinaja symetralna odcinka AB w punktach odpowiednio

P i Q. Wykazaé, ze R = /|OP|-|0Q).

Zadanie 55. Przekatne czworokata ABCD wpisanego w okrag o srodku O
przecinaja sie w punkcie P. Okregi opisane na trojkatach ABP i CDP prze-
cinaja sie w punkcie E # P, a okregi opisane na tréjkatach BCP i DAP —
w punkcie F' # P. Wykazaé, ze punkty E, F, O, P leza na jednym okregu.

14



3.2 Rachunki na polach

Zadanie 56. W czworokacie ABC D katy przy wierzchotkach B i C' sg proste.
Punkt P lezy na odcinku BC'. Rozstrzygnaé, czy jest mozliwe, by tréjkaty
ABP, CDP i DAP mialy jednakowe pola.

Zadanie 57. Pieciokat ABCDE jest wypukly i spetnia warunki:
AB | CE, BC || DA, CD || EB, DE || AC.
Wykazaé, ze EA || BD.

Zadanie 58. Wysoko$¢ opuszczona na bok BC' tréjkata ostrokatnego ABC
ma dlugo$¢ réowna Sredniej arytmetycznej dlugosci jego wszystkich bokéw.
Okregi 01 1 09 sa styczne zewnetrznie i maja jednakowe promienie r. Ponadto
okrag o1 jest styczny do odcinkéw AB i BC, natomiast okrag oy jest styczny
do odcinkéw BC i C'A. Dowiesé, ze |BC| = 5r.

3.3 Wazne punkty i linie w tréjkacie

Zadanie 59. Dany jest tréjkat ABC. Punkty P, @, R leza na odcinkach

odpowiednio BC, CA, AB, przy czym AP jest dwusieczng kata BAC oraz
|<BPR| = |9<CPQ| = |s<BAC|.

Wykazaé, ze trojkaty BPR i CPQ sa przystajace.

Zadanie 60. Czworokat ABCD spelnia warunek [AB| = |BC| + |DA|.
Dwusieczne katéw ABC i DAB przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié, ze
|CP| = |DP|.

Zadanie 61. Prosta ¢ przechodzi przez $rodek ciezkosci tréjkata ABC oraz
przecina odcinki AC' i BC. Wykazaé, ze odlegtosé punktu C od prostej £ jest
réwna sumie odleglosci punktéw A i B od prostej £.

Zadanie 62. W czworokacie wypuklym ABC D zachodzg réwnosci
|<ABD| =2|4ACD| i |¥ADB|=2|4ACBj.
Wykazaé, ze prosta AC' jest dwusieczng kata BAD.

Zadanie 63. Dwusieczne katow wewnetrznych przy wierzchotkach A i B troj-
kata ABC' przecinaja odcinki BC' i CA w punktach odpowiednio P i Q. Wy-
kazac, ze jezeli symetralne odcinkéw AP i BQ przecinaja sie na odcinku AB,
to |[AB|? = |BC| - |CA|.

Zadanie 64. W réwnolegloboku ABC D kat wewnetrzny przy wierzchotku A
ma miare a < 60°. Punkt P # D spelnia warunek | PAB| = |<PCB| = a.
Wykazaé, ze |$APB| = |4CPD|.
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Zadanie 65. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Wykazad, ze na plaszczyznie
tréjkata ABC istnieje punkt P, dla ktérego zachodza rownosci

|AB|? — |CP|> = |BC|? — |AP|?> = |CA|* — |BPJ>.

3.4 Roéwnoleglosé

Zadanie 66. Czworokat ABCD jest wypukly. Punkty P oraz @ sa srodkami
odcinkéw odpowiednio CD i AB. Wykazaé, ze jesli AP | CQ i BP || DQ, to
czworokat ABC'D jest réwnoleglobokiem.

Zadanie 67. Odcinek AB jest dluzsza podstawa trapezu ABCD, w ktérym
|$ACB| + |4CAD| = 180°. Udowodni¢, ze |[AB| - |AD| = |BC|-|CD|.

Zadanie 68. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt Q. Punkt P jest
$rodkiem odcinka BC. Odcinki AP i BQ przecinaja sie w punkcie T'. Punkt R
jest §rodkiem odcinka AT, natomiast punkt S lezy na odcinku BT i spelnia
réwnosé |BS| = |QT|. Dowiesé, ze PS || QR.

3.5 Nieréwnosci w geometrii

Zadanie 69. Punkt [ jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Prosta
prostopadta do CI, przechodzaca przez punkt I, przecina odcinki AC i BC
w punktach odpowiednio P i Q. Wykazaé, ze |AP| + |BQ| < |AB|.

Zadanie 70. Punkt L jest $rodkiem boku C'D czworokata wypuklego ABCD.
Dowiesé, ze jedli trojkat ABL jest réwnoboczny, to |[BC| + |[DA| > |AB|V/3.

Zadanie 71. Na kole domknietym o promieniu 1 znajduje sie pchta. Wyzna-
czy¢ wszystkie liczby dodatnie d, dla ktérych pchta potrafi dostaé sie z kazdego
punktu kota na kazdy, wykonujac pewna liczbe skokéw o dlugosci réwnej d
i nie opuszczajac przy tym kota.

Zadanie 72. Dany jest tréjkat ABC. Okrag styczny do odcinkéw BC' i AC
przecina odcinek AB w punktach K i L. Wykazaé, ze

[AK| - |BLI| < |1ac| - |BCl|.
Zadanie 73. Na plaszczyznie lezy n > 3 punktow. Wszystkie odcinki o kon-

cach w tych punktach maja rézne dtugosci. Wypiszmy te dlugoéci w porzadku
malejacym: dy > dy > d3 > .... Wykazaé, ze dy < d,, +dp—1.
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Zadanie 74. Na plaszczyznie zaznaczono n > 2 punktow, zadne trzy nie leza
na jednej prostej oraz odleglosci pomiedzy kazdymi dwoma z nich sg rézne.
Odcinek, ktorego koncami sa zaznaczone punkty nazwiemy dziwnym, jezeli
jeden z jego koncéw jest potozony najblizej drugiego ze wszystkich pozostaltych
zaznaczonych punktéw, a drugi koniec jest polozony najdalej od pierwszego
ze wszystkich zaznaczonych punktéow. W zaleznosci od liczby n wyznaczy¢
najwieksza mozliwg liczbe dziwnych odcinkéw.

Zadanie 75. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku A ma
miare wigksza niz 45°. Punkty K i L leza odpowiednio na odcinkach AB i AC),
przy czym zachodzi réwnosé |AK| = |AL|. Udowodnié, ze

|AB|? + |AC|? < (|BL| +|CK|)*.
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Rozdzial 4

Kombinatoryka

4.1 Zasada szufladkowa

Zadanie 76. Kazdemu wierzchotkowi dwudziestoscianu foremnego przypi-
sano liczbe ze zbioru {0,1,...,6}. Na kazdej Scianie zapisano sume liczb
przypisanych jej wierzchotkom. Udowodnié, ze na pewnych dwéch $cianach
zapisano taka sama liczbe.

Zadanie 77. Mamy 60 zetonow, kazdy o wartosci 2, 3, 4, 5 lub 6 ztotych. Wy-
kazac¢, ze mozna wyplaci¢ tymi zetonami kwote 60 zlotych, bez koniecznosci
rozmieniania.

4.2 Zagadnienia ekstremalne

Zadanie 78. Wybrano k takich podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ze kazde
dwa z nich maja co najwyzej jeden element wspélny. W zaleznoéci od liczby
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ najwickszg mozliwa wartosé k.

Zadanie 79. Ustalmy liczbe naturalna n. Niech A oznacza zbidér punktéw
(z,y) plaszczyzny, réznych od O = (0,0), o wspéirzednych x i y catkowitych,
spelniajacych warunki || < ni|y| < n. W zaleznosci od n znalezé najmniejsza
taka liczbe naturalng m, ze kazdy m-elementowy podzbiér zbioru A zawiera
punkty P i @, dla ktorych kat POQ jest prosty.

Zadanie 80. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe
szachowych wiez, ktora mozna w taki sposéb ustawi¢ na szachownicy o wy-
miarach n x n, by spelniony byl nastepujacy warunek:

Kazda wieza, ktéra jest szachowana przez dwie inne, stoi razem z nimi na
jednej linii.
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Zadanie 81. Ustalmy liczbe naturalng n > 1. Permutacje (a1, as,...,ay,)
i(b1,ba,...,b,) ciagu (1,2,...,n) nazwiemy podobnymi, jesli a; = b; dla przy-
najmniej jednego ¢ € {1,2,...,n}. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza
liczbe k, dla ktérej istnieje k réznych permutacji ciagu (1,2, ..., n), z ktérych
kazde dwie sa podobne.

Zadanie 82. Wybrano k podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, przy czym k < 2".
Dla kazdych dwéch wybranych podzbioréw A i B, podzbiory AUB i A\ B
rowniez sa wybrane. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla
ktérej powyzsza sytuacja jest mozliwa.

Zadanie 83. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia, A C {1,2,3,...,3n}
i|A| = k. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktérej jest
mozliwe, by kazdy podzbiér zbioru A mial sume elementéw rézna od k.

4.3 Ukladanki

Zadanie 84. Z kostek domina o wymiarach 2 x 1 ulozono kwadrat. Udowod-
ni¢, ze z pewnych dwéch kostek utozony jest kwadrat o wymiarach 2 x 2.

Zadanie 85. Nazwijmy grubym prostokat o bokach x i y, spelniajacych wa-
runek %:17 < y < 2z. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych
z kafelkéw o wymiarach

1x1, 1x2, ..., 1xn

mozna ulozy¢ gruby prostokat, przy czym kazdy z tych kafelkéw musi by¢
uzyty doktadnie jeden raz.

Zadanie 86. Kwadrat o wymiarach n x n podzielono na n? kwadratéw jed-
nostkowych. Kazdy odcinek bedacy bokiem ktéregokolwiek z kwadratow 1 x 1
pomalowano na bialo lub czarno, przy czym kazdy kwadrat jednostkowy ma
doktadnie dwa boki biate i dwa czarne. Udowodnié, ze liczba biatych odcinkéw
jednostkowych na brzegu kwadratu n x n jest parzysta.

Zadanie 87. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Tréjkat rownoboczny
o boku n podzielono na t trojkatow réwnobocznych o boku 1 oraz pewna liczbe
rombéw o boku 1 i kacie ostrym 60°. Udowodnié, ze t > n.

4.4 Grafy

Zadanie 88. W pewnym kraju kazde dwa sposrdéd n > 3 miast sa potaczone
droga jednokierunkows, ale z kazdego miasta mozna dojecha¢ do dowolnego
innego, cho¢ niekoniecznie bezposrednio. Nazwijmy trojkatem takie trzy mia-
sta A, B, C, ze istnieja bezposrednie drogi z A do B,z B do Ciz C do A.
Wykazaé, ze kazde miasto nalezy do pewnego tréjkata.
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Zadanie 89. W turnieju szachowym kazdy gracz rozegral z kazdym par-
tie, zakonczona wygrana, przegrang badz remisem. Dla kazdej tréjki graczy
A, B, C, jesli A wygral z B i B wygral z C, to C wygral z A. Dowies¢, ze
jesli gracz A; wygral z A;11 dlai=1,2,...,n—1 oraz gracz A, wygral z Ay,
to n jest liczbg podzielna przez 3.

Zadanie 90. Na obdéz wyjechalo n > 3 ucznidéw, niektérzy z nich znali sie
jeszcze przed wyjazdem. Podczas obozu codziennie odbywal sie wieczorek in-
tegracyjny, na ktérym zaznajamiala sie kazda para uczestnikéow, ktora posia-
dala wspélnego znajomego, poznanego najpozniej w dniu poprzednim. Oboz
zakonczono z chwila, w ktérej kazdy juz poznal kazdego. W zaleznoéci od n
wyznaczy¢ najwieksza, skoriczona liczbe dni, ktére mogt trwac obodz.

4.5 Niezmienniki i péiniezmienniki

Zadanie 91. Na tablicy napisano n > 1 liczb catkowitych dodatnich, mniej-
szych od 2n i niekoniecznie réznych. Nastepnie, dopdéki bylo to mozliwe, wy-
konywano operacje polegajaca na zmazaniu dwéch zapisanych liczb a,b > 1
i dopisaniu liczby |ab/(a+b)|. Wykazaé, ze na tablicy pozostala przynajmniej
jedna jedynka.

Zadanie 92. Ptaszczyzne podzielono na trojkaty rownoboczne w ten sposéb,
ze w kazdym wierzchotku — bedziemy dalej nazywadé je weztami — spotyka sig
szes¢ trojkatow. W kazdym wezle znajduje sie lampka, natomiast na kazdym
tréjkacie jest wlacznik, ktéry zmienia stan lampek znajdujacych sie w we-
ztach bedacych wierzchotkami tego tréjkata: zgaszone zapalaja sie, a Swiecace
gasna. Rozstrzygnaé, czy zaczynajac od sytuacji, w ktérej wszystkie lampki
sg zgaszone, mozemy doprowadzi¢ to tego, by Swiecila sie dokladnie jedna
lampka.
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Rozdziat 5

Zadania z kosmosu

Zadanie 93. Kazdy z 2" podzbioréw zbioru {1,2,...,n} wypisano na jednej
z n kart ponumerowanych od 1 do n. Dowie$é¢, ze dla pewnego k na k-tej
karcie znajduje si¢ zbiér zawierajacy k oraz zbiér, ktéry nie zawiera k.

Zadanie 94. Ustalmy liczbe rzeczywista a > 1. Niech d(k) oznacza liczbe
dzielnikow liczby naturalnej k. Dowiesé, ze

41 4@ 4 il L S S

a a2

dla wszystkich naturalnych n > 1.

Zadanie 95. Ciag (a) zdefiniowany jest nast(gpuj@co

1
a; =3, Oraz Qg1 = 1+ak TFa,—a? dla k >

P 1
Dowie$é, ze a1 -ag - ... -a, < T dla wszystkich n > 1

Zadanie 96. W pieciokacie wypuklym ABCDFE zachodza réwno$ci:
|AB| = [BC| = |CD|, [|AE|=|EB|=|BD|, |AC|=|CE|=|ED|.
Wyznaczy¢ miary katow tego pieciokata.

Zadanie 97. Niech z1,z9,...,x, beda liczbami rzeczywistymi, przy czym
0<z;<1ldlai=1,2,...,n. Polézmy zo = =, i Tp11 = 21 Oraz
Tit+Ti— Ti+x; . .
yz:TlTﬂ dlaz:l,?,...,n,
T = CE1+I2-’:-~+IW, ; 7= y1+yz:...+yn .

Dowies¢, ze 8y + 4 > 11x

Zadanie 98. Funkcja f: R, — R spelnia dla kazdego x > 0 réwnosé
f@)? =1+ (@ -Df(z+1).
Dowiesé, ze jesli f(x) > 0 dla kazdego z > 1, to f(z) > x dla kazdego = > 1
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Zadanie 99. Dzialanie x przyporzadkowuje kazdej parze uporzadkowanej
(z,y) elementéw pewnego zbioru n-elementowego A pewien element zxy € A.
Dla wszystkich z,y € A zachodzi réwnosc¢

(@xy)x (yxx) = (yxx)* (xxy).
Dowiesé, ze istnieje przynajmniej n’/3 uporzadkowanych czwérek (a,b,c,d)
elementéw zbioru A, dla ktérych jednoczesnie zachodza rownosci

axb=cxd 1 bxa=dxc.

Zadanie 100. Niech A bedzie skoriczonym zbiorem liczb catkowitych. Dla
kazdej liczby calkowitej dodatniej n przez A,, oznaczmy zbiér tych liczb, ktére
da sie zapisa¢ w postaci sumy a; + ag + ... + a,, w ktérej ay,...,a, € A sa
niekoniecznie rézne. Niech r, = |A,4+1] — |A,|. Dowiesé, ze ciag (r) jest od
pewnego miejsca staly.
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Czesé 11

Rozwigzania
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Rozdziat 1

Liczby naturalne

1.1 Zapis dziesietny

Rozwiazanie zadania 1. Oznaczmy przez I iloczyn cyfr dowolnie wybranej
liczby naturalnej n, przez k liczbe jej cyfr, a przez a jej pierwsza cyfre. Wtedy
zachodzg nieréwnosci

I<a-9"'<a- 10! <n.
To dowodzi, ze nie istnieje liczba naturalna wigksza od iloczynu swoich cyfr.

Rozwigzanie zadania 2. Réwnosé s(11") = 2™ zachodzi dla n < 4. Za-
stosujemy indukcje, aby wykazaé, ze s(11™) < 2™ dla n > 5. Skorzystamy
z nieréwnosci

s(a+0b) < s(a) + s(b),

ktorej uzasadnienie tkwi w algorytmie dodawania pisemnego. Dla n = 5 mamy
S(11%) < 2°. Przypuéémy, ze s(11%) < 2% dla pewnego k > 5. Wéwczas

s(11FF1) = 5(11-11%) = (10 - 11% 4 11%)
< s(10-11%) 4+ 5(11%) = 25(11%) < 2. 2% = 2k +1,
co konczy dowdd indukcyjny. Szukanymi liczbami sg zatem 1, 2, 3 i 4.

Rozwiazanie zadania 3. Zachodza nastepujace réwnodci:

11,122, 2=1111.. 11411, 1= 102=1 4 10"=1 _ (10"=1)A0"+2)
N—— N —— =
n n 2n n
_10°-1 10742 33 333 3y
T ...3-33...34
n n—1
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Rozwigzanie zadania 4. Niech ¢; oznacza liczbe cyfr ¢ w zapisie dziesietnym
liczby n. Jest jasne, ze

s(n) = c¢1 4+ 2¢a + 3¢z + 4eq + 5es + 6¢g + Ter + 8cg + 9co.

Niech n = TTTazajag oraz 2n = ...bab1by beda zapisami dziesigtnymi. Wow-
czas

b — rj + 2a; gdy a; <5

J rj +2a; —10 gdy a; > 5,

przy czym

ool 1 edyjzliai 125
771 0 w przeciwnym przypadku.

7 tego wynika, ze
s(2n) = 2¢1 + 4eo + 6e3 + 8¢y + ¢35 + 3¢ + Her + Teg + 9ceo.
W takim razie 2s(n) > s(2n) oraz 5s(2n) > s(n). Otrzymujemy zatem
L <s(2n)/s(n) < 2.
Wartosci te sa osiagalne — réwnosci zachodza przykladowo dlan =5in = 1.

Rozwigzanie zadania 5. Na mocy matego twierdzenia Fermata zachodzi
podzielnos¢ p | 10P~1 — 1. Niech @,_1...a1ao bedzie zapisem dziesi¢tnym
liczby %, w ktorym dopuszczamy zera poczatkowe.

Rozwazmy liczbe = 0,(ap—1 ... a1a9). Wowczas

10 -z — oz =ap_1...a100,(ap—1...a100) — 0,(ap—1...a1ao)

107—1
p

=ap—1---a10a0 =

wigc x = %. To oznacza, ze p-ta cyfra rozwiniecia dziesietnego % jest taka
sama jak pierwsza, czyli réwna zero dla p > 10 i rézna od zera dla p € {3,7}.

1.2 Liczby pierwsze

Rozwigzanie zadania 6. Liczby p1,pa,...,p, sa pierwsze, wiec wystarczy
wykazaé, ze liczba a nie jest podzielna przez zadna z nich. Niech

a; = BE2=Pn dla 4 =1,2,...,n.
i Di y &y )

1 a; 1 1 1 _ aijtas+...+an
W = = zatem — 4+ — 4 ... —— = L rd2r.-Tdn
tedy Pi P1p2.--Pn’ ate pP1 + P2 + + Pn P1P2---Pn
Stad wnioskujemy, ze a = a1 + a2 + ... + a,. Pozostaje zauwazy¢, ze p; | a;

dla j # i, ale p; 1 a;. Wobec tego p; ta dlai=1,2,...,n.
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Rozwigzanie zadania 7. Przyjmijmy n = L\/ﬂ i zalézmy na razie, ze
p > 16. Wtedy n > 4, ponadto liczba n jest nieparzysta jako dzielnik liczby
nieparzystej p + 8. Niech p = n? + kn — 8 dla pewnego catkowitego k > 0.
Liczba k jest parzysta, gdyz dla k nieparzystych liczba p bylaby parzysta.
Ponadto k # 2, poniewaz n? 4+ 2n — 8 = (n — 2)(n + 4) jest liczba ztozona dla
n > 4. 7Z tego wynika, ze k > 4. Z nieréwnoéci p < n? + 2n otrzymujemy

T

co jest sprzecznoécia. WykluczyliSmy zatem przypadek p > 16. Bezposrednio
sprawdzamy, ze warunki zadania spelniaja liczby 2, 3 i 13.

Rozwigzanie zadania 8. Liczba n daje przy dzieleniu przez kazda z liczb
P1,D2, - - -, Pk Teszte w zbiorze {1,2,...,r}, wiec dla przynajmniej ¢t = [k/r]
z nich jest to ta sama reszta. Bez straty ogdélnosci mozna zatem zatozy¢, ze
liczby p1,p2,...,p: daja te sama reszte r; z dzielenia przez n.

Liczba n — ry jest podzielna przez p1,pa, ..., p:. Sa to rézne liczby pierwsze,
zatem ich iloczyn réwniez dzieli n — r1. Ponadto n —r; > n —p; > 0, wiec

n>n—r1=pips...pp=pt=pFrl > pkr

Podnoszac obustronnie powyzsza nieréwnos¢ do potegi r, otrzymujemy teze.

1.3 NWD i NWW

Rozwigzanie zadania 9. Liczba a —b = (a + 1) — (b + 1) jest podzielna
zaréwno przez d jak i przez d + 1. Poniewaz d i d 4+ 1 sa wzglednie pierwsze,
mamy d(d + 1) | a — b. Z tej podzielnosci, wobec nieréwnosci |a — b| > 0,
otrzymujemy |a — b| > d(d + 1) > d?, co koticzy dowdd.

Rozwigzanie zadania 10. Poniewaz a | 2 + %, to tym bardziej a | %b +n.
Wobec tego a | %b, réwnowaznie a® | abn. Analogicznie otrzymujemy podziel-
no$é b3 | abn. Z tego wynika, ze liczba n jest podzielna przez
NWW (a®,6%) NWW(a, b)* _ NwW(a,b)?
ab ~ NwD(a,b) - NWW(a,b)  NWD(a,b)’

co konczy dowod.
Drugie rozwigzanie zadania 10. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz
p*la, P71, P,

przy czym «, 3 i k sa najwiekszymi liczbami catkowitymi, dla ktérych zacho-
dza te podzielnosci. Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a < f; oczywiscie
B < k. Dla pewnych liczb naturalnych x i y, ktére nie sa podzielne przez p,
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mamy

23

+5 = P 4 pF Py,

Ta liczba jest podzielna przez b, czyli réwniez przez p°. Stad k > 26 lub a = 3.
W obu przypadkach k > 28 — «. Pozostaje zauwazy¢, ze liczba p wystepuje
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby NWW(a, b)? /NWD(a, b) z wyktadnikiem
28 — «, co wobec dowolnosci p konczy dowdd.

Rozwigzanie zadania 11. Niech a = NWD(n + 1,d — 2) oraz n = dm. Z nie-
réwnosci d > d —2 > a > v/n+1 > \/n wnioskujemy, ze m = 4 < \/n oraz
d(d —2) >n=md, wieccd—2>m, czylid>m+3.

Liczba n+1—m(d—2) = 2m+1 dzieli si¢ przez a, wiec 2m+1 > a > /n+ 1.
Po podniesieniu obustronnie do kwadratu otrzymamy

am* +4m+1>n+1=md+1,

z czego wynika, ze d < 4m + 3. Co wigcej, liczba a jest réwniez dzielnikiem
liczby 2m +1— (d —2) = 2m — d + 3, przy czym wobec wczesniej wykazanych
oszacowan zachodza nieréwnosci

—20< -2y/n<2m<2m—-d+3<m<vn<a.

W takim razie d = a 4+ 2m + 3 lub d = 2m + 3.
W pierwszym przypadku a + 2m + 3 = d < 4m + 3, wiec a < 2m, ale to
prowadzi do sprzecznoéci

n=dm=(a+2m+3)m>a*>n+1.
Pozostalo d = 2m + 3, wtedy n = m(2m + 3). Nalezy jeszcze sprawdzié, ze
NWD(n+1,d—2)=2m+1>+vn+1.

Wobec tego szukane liczby sa postaci n = m(2m+3), w ktérej m jest dowolng
liczba catkowita dodatnia.

Rozwigzanie zadania 12. Niech NWD(X) oznacza najwickszy wspdlny dziel-
nik elementéw zbioru X. Spoéréd wszystkich niepustych podzbioréw X zbioru
{a1,a9,...,an}, dlaktérych NwD(X) = 1, wybieramy taki, ktéry ma najmniej

elementéw. Bez utraty ogdlnosci niech bedzie to B = {ay, as, ..., ar }. Wystar-
czy wykazaé, ze k < n, bo wéwezas NWD(ay, az, ..., a,) = 1.
7 minimalnosci zbioru B wnioskujemy, ze dla ¢ = 1,2, ..., k zachodzi nieréw-

no$é NWD (B \ {a;}) > 1, wiec istnieje taka liczba pierwsza p;, ze p; t a; oraz
pi | a; dla j # 4. Liczby p1, po, ..., px sa parami rézne, wiec pips . ..pg—1 | ax,
co daje

2" > ap = pip2...pp—1 = 287N

7 powyzszej nieréwnosci wynika, ze k < n.
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1.4 Rownania diofantyczne

Rozwigzanie zadania 13. Dla kazdego naturalnego n > 5 mamy
(2M)2 =4" < 4" 42" 41T <4 +2-2" + 1= (2" +1)?,

wiec dla takich n liczba 4™ + 2™ + 17 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
Sposrod liczb naturalnych n < 4 postawiony w zadaniu warunek spelia tylko
n =4 — wéwczas 4" 4+ 2" + 17 = 17°.

Rozwiazanie zadania 14. Gdyby takie liczby a, b, c istnialy, to oczywicie
bytoby ¢ > 1 oraz a,b < ¢ — 1. Ale wtedy

a® + b < 2(c— Dt < 2ec7t et
co jest sprzeczne z wyjsciowym réwnaniem.

Rozwigzanie zadania 15. Liczba m? dzieli si¢ przez 8 dla m parzystych,
a dla m nieparzystych liczba ta jest nieparzysta. Jezeli n > 4, to

n'+2=1-2-3-4-...-n+2

jest liczbg parzystg niepodzielng przez 8, wobec tego nie moze by¢ szeScianem
liczby naturalnej. W takim razie n < 3. Po bezpos$rednim sprawdzeniu okazuje
sie, ze rozwiazanie catkowitoliczbowe daje tylko n = 3 i mamy wtedy m = 2.

Rozwiazanie zadania 16. Jezeli b = ¢ = 0, to otrzymujemy réwnanie
sprzeczne a® = —1; analogicznie gdy ktérekolwiek dwie z niewiadomych sa
zerami. Wobec tego co najwyzej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 0, wiec wy-
ktadniki z lewej strony réwnosci sa dodatnie. Z tego wynika, ze liczba a+b+c
jest tej samej parzystosci co —1, czyli wsrdd liczb a, b, ¢ sg trzy lub jedna
liczba nieparzysta.

Nie moga by¢ trzy nieparzyste, bo wéwczas lewa strona réwnosci bylaby nie-
ujemna jako suma trzech poteg o wykladnikach parzystych. A zatem doklad-
nie dwie z niewiadomych sa parzyste — bez straty ogdlnosci niech beda to a i b.
Liczba cl®*1®l daje reszte 1 z dzielenia przez 4 jako potega liczby nieparzy-
stej o wykladniku parzystym. Z tego wynika, ze 4 { al®ltlel 4 pleltlel wiec
|b|+ |e| = 1 lub |c|+]a] = 1. W pierwszym przypadku (drugi jest analogiczny)
mamy b=01c= =41, wiec cl**Il = 1. Prowadzi to do réwnosci a = —2.

Po uwzglednieniu wszystkich analogicznych przypadkow, tacznie otrzymujemy
12 rozwiazan: tréjki

(a,b,c) = (—2,0,+1)

i wszystkie ich permutacje.
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Rozwiagzanie zadania 17. Funkcja f(z) = = ’ jest $cisle rosnaca w prze-

dziale [1, 00). Ponadto
F(ev3) = (1v2) " = (o) = )

Réwnanie z zadania przyjmuje wiec postaé f(m) = f (n\/i), co jest rowno-
wazne m = ny/2. Jest to jednak niemozliwe, gdyz v/2 jest liczba niewymierna.
Wobec tego szukane liczby nie istnieja.

1.5 TozsamoSci algebraiczne i podzielnosé

Rozwigzanie zadania 18. Liczba a®—b% = (a—b)(a®+ab+b?) jest podzielna
przez p?. Jesli p | a — b, to

p<a—b<a<aV3.
W przeciwnym razie p? | a® + ab + b?, wiec
p2 <ad’+ab+ b’ < 3a2,
czyli p < a/3.

Rozwigzanie zadania 19. Kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1
z dzielenia przez 3, wiec albo wszystkie trzy liczby a, b, ¢ sa podzielne przez 3,
albo dokladnie jedna z liczb a, b jest podzielna przez 3. Z tego wynika, ze
A+ %ab jest liczba catkowita. Ponadto

3(62+§ab) =3c? +2ab = 4c* — (a — b)? = (2c —a +b)(2c +a — b).

Aby dowiesé, ze liczba ¢ + %ab jest zlozona, wystarczy jeszcze zauwazycé, ze
2c+a—b=(c—0b)+c+a>c>3, analogicznie 2¢ — a + b > 3.

Rozwigzanie zadania 20. Zachodzi rownosé
(a+b)?2—(a®>+ 0 +c*) = (c+d+e)? — (d* +¢e?),
ktora po uporzadkowaniu przybiera postac
ab=c®+cd+ce+de = (c+d)(c+e).

Liczby c+d i ¢ + e sa wigksze od 1, wiec jesli jedna z liczb a, b jest rowna 1,
to druga jest ztozona. Gdyby liczby a i b byly pierwsze, to na mocy jedno-
znaczno$ci rozkltadu zachodzityby rownosci a = ¢+ d oraz b = ¢+ e, lub na
odwrét. To jednak prowadzi do sprzecznosci

a+b=c+d+c+e>c+d+e=a+hb.

Wobec tego co najmniej jedna z liczb a, b jest zlozona.
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Rozwigzanie zadania 21. Zauwazmy, ze M (a* —1) = N(a'! — 1) = a* — 1,

wiec NWW(M, N) < a* — 1. Stad

MN MN akt —1 a —1
> = > >1
NWW(M,N) = ak'—1 (aF —1)(al—1) = aFti -1

co konczy dowdd.

NWD(M, N) =

)

Rozwigzanie zadania 22. Wykazemy, ze jesli n nie jest potega trojki, to
liczba a?™ 4+ a™ + 1 jest zlozona. Mamy wtedy n = 3* - m, przy czym 3 { m
oraz m > 1. Wobec tego a™ = b™ dla b = a3 > 1. Zauwazmy, ze

A" a1 =" 1 =" b+ )+ (0T - D)™ 1),

Jedna z liczb m+ 1, m — 1 jest podzielna przez 3, wiec jedna z liczb b™ 1 —1,
b+l — 1 dzieli sig przez b3 — 1 = (b — 1)(b* + b+ 1). Wnioskujemy zatem, ze
liczba b2™ 4+ b™ + 1 jest podzielna przez b2 + b+ 1. Jest to dzielnik rézny od
100%™ 4+ 0™ + 1, wiec b2™ 4+ b™ + 1 = a®" + a™ + 1 jest liczba zlozona.

Drugie rozwigzanie zadania 22. Wykorzystamy wlasnosci wielomianéw
podziatu kota ®4(z), ktére definiujemy nastepujaco:

H Oy(x) =2" —1 dla wszystkich n > 1.
d|n

Sa to wielomiany o wspdélezynnikach catkowitych, ponadto ®,(a) > 1 dla
naturalnych a,n > 2. Mamy wiec

on N a3n -1
a"+a"+1= = H D4(a).
d|3n i din

Jesli n nie jest potega trojki, to dzieli sie przez pewna liczbe pierwsza p # 3.
Wéwcezas w powyzszym iloczynie wystepuja co najmniej dwa czynniki wieksze
niz 1: ®3,(a) i P3,/,(a). Wtedy liczba a®" 4 a™ + 1 jest zlozona.

1 = (a® + b%)? (mod p), co

Rozwigzanie zadania 23. Mamy (a® + b%)?
po uproszczeniu daje

200 = 3a%b?(a® + b*) = 3a%b?  (mod p).

Poniewaz a i b sa wzglednie pierwsze z p, kongruencje mozna podzieli¢ obu-
stronnie przez a?b?. Otrzymujemy 2ab = 3 (mod p). W takim razie

2=2(a’+b*) = (a+b)(2(a®*+b*) —2ab) = (a+b)(2—3) = —(a+b) (mod p),

co jest rownowazne tezie.
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Rozdziat 2

Analiza i algebra

2.1 Roéwnania i uklady réwnan

Rozwiazanie zadania 24. Przeksztalcajac réwnoéé 22 — y = y? — 2, otrzy-
mujemy
@+ylr—y)=y—=z
Analogicznie
(y+2)(y—2)=z—x oraz (z+z)(z—x)=x—y.
Mnozac te trzy réwnosci stronami, otrzymamy

+y)@—y)y+2)y—2)(z+a)(z—2)=(y—2)(z—-2)(=—-y),
co po obustronnym podzieleniu przez (z — y)(y — 2)(z — x) # 0 daje teze.
Rozwigzanie zadania 25. Zauwazmy, ze 27 = |z — y| > 0, co daje z > 0;
analogicznie x > 01y > 0. Rozwazmy przypadek, w ktérym x jest najmniejsza
z liczb x, y, z. Zachodzi woéwczas réwnosé

y = = —yl=(z—a) - (y—2) =2y,

co prowadzi do y = z, gdyz w przeciwnym razie konce réwnosci mialyby rézne
znaki. Wtedy x = 0 oraz 27 = z, wiec y = z € {0, 1}.

Przypadki, w ktérych y lub z jest najmniejsza z liczb «x, y, z sa analogiczne.
Otrzymalismy nastepujace cztery tréjki (z,y, 2):

(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).

Sprawdzamy, ze kazda z nich spelnia uktad.
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2.2 Nierownosci

Tty < I2+y2

Rozwiazanie zadania 26. Skorzystamy z nieréwnosci 5% < 5, praw-

dziwej dla liczb nieujemnych x i y. Otrzymujemy z niej

2 V2
gdyz 1—c = a+b na mocy warunkow zadania. Sumujac te nieréwnosé z dwiema
analogicznymi, otrzymamy

\/a—bc+\/b—ca+\/c—ab<“—\}‘;+b+;+c+ =2,

Vva—be++v/b—ca < a—bct+b—ca __ \/(a+b)(1—c) __ atb
2 = 2 - -

]

<
S

gdyz a+b+c=1.

Rozwigzanie zadania 27. Na mocy tatwej do udowodnienia nieréwnosci

% (% + %) > ﬁ7 prawdziwej dla wszystkich z,y > 0, otrzymujemy

1(_1 1 2 _ 2
2 (lfa + lfb) > 2—a—b =~ 1+c
oraz dwie nieréwnoéci analogiczne. Sumujac te nieréwnosci stronami, dosta-
jemy

1 1 1 2 2 2
17a+ 1 b+17c> 1+a+1+b+1+c'

Dla a # £1 mamy ﬁ — H% = %, analogicznie dla b i ¢, wiec dowdd jest
zakonczony.
Rozwigzanie zadania 28. Niech M = max{x1,x2,...,z,}. Jest jasne, ze

sk+1<M+1dlak=1,2,...,n, wiec
Y1+ (n+ DS VM) =M+1< (21 +1)... (2, + 1).

Ostatnia nieréwnos¢ zachodzi, poniewaz liczby 1 +1,..., 2, + 1 sa nie mniej-
sze od 1, a jedna z nich jest M + 1.

Rozwiagzanie zadania 29. Przypusémy, ze a,b,c < 8. Zachodza wdwczas
nieréwnosci

0 < c(8—a)(8—b) =64c —8c(a+ b)c+ abe
=64c—8¢(17T—c)+64=8(c—1)(c—8) <0,

gdyz 1 < ¢ < 8. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze przynajmniej jedna
z liczb a, b, c jest wicksza lub rowna 8.
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Rozwiazanie zadania 30. Udowodnimy, ze niezaleznie od n mamy ¢ = 1.
Jest jasne, ze

14 Ty T s Ty _ it 4TH

. > L = =
y1t+y2 + Ynty1 7 y1+...+Yn Yyi1+...+Yn y1t+...+yn

Rozwazmy teraz x3, =y, = a® dla k = 1,...,n, przy czym a = n/e zaé € > 0
jest bardzo malte. Wtedy
n—1 n

2
x1 Xy, a a _a = a
+...t+ Sy a+a? a?+ad o am~t4am a"+a

Y1+y2 ’ Yn+Y1
_ n—1 a” n _
_a+1+a”+a<a+1_1+5'

Liczba ta moze byé dowolnie bliska 1.

Rozwigzanie zadania 31. Na mocy warunku zyz = 1, zadana nieréwnosé¢
jest réwnowazna nieréwnosci

4(yz + zx + xy) = 2(x +y + 2) + Szyz — 2%y?2? — 1,
a po przeksztalceniach
2?y?2? > (20— 1)(2y — 1)(22 — 1).
Wykazujemy ja, mnozac stronami oczywiste nieréwnosci
z? > 2 —1, y? =2y —1, 22> 221,

w ktérych obie strony sg nieujemne na mocy zalozenia x,y, z > %

2.3 Ciagi

Rozwigzanie zadania 32. Niech a,, = n i b, = 28~™ — wéwezas jedynymi
calkowitymi dodatnimi wyrazami ciagu (b) sa by, b, ..., bg.

Rozwigzanie zadania 33. Wykazemy przez indukcje, ze a,, > a,—1. Za-
czniemy od tego, ze as = 3a; — 1 > 3a1 — a1 = 2a1 > a;.

Ustalmy teraz n > 3 i zalézmy, ze a1 < az < ... < ap_1. Dla liczb nieparzy-
stych n = 2t + 1 teza indukcyjna wynika bezposrednio z treéci zadania. Jesli
n = 2t jest liczba parzysta, to

Ay — A2t = 30,,5 -1 > 3(0471 + ].) —1> 3at71 +1= a2t—1 — Ap—1,
co konczy krok indukcyjny.

Rozwiazanie zadania 34. Taki ciag istnieje. Dla przyktadu niech a3 = 0

oraz a, = 1+ %%1 dla n > 2. Wtedy oczywiscie as > a3 > ... oraz

0+(1+3)+A+D+...+(1+5) 1
'STL: :1—
n n-2n-1
dla n > 2, wiec s9 < s3 < ..., co konczy dowdd.

34



Rozwigzanie zadania 35. Przykladem takiego ciagu jest ciag zdefiniowany
w nastepujacy sposéb:

e a1 =1, ay =2
e agn+2 jest najmniejsza liczba catkowita dodatnia, rézna od aq, ..., asp;
e Qg1 jest wielokrotnoscia liczby agp-aopnt2, 16203 od ay, . .., agy, i agpya.

Jest jasne, ze zadna z liczb catkowitych dodatnich nie wystapi w takim ciagu
wiecej niz raz. Drugi z warunkéw gwarantuje, ze wszystkie liczby calkowite
nieujemne wystapia w ciagu, natomiast trzeci zapewnia, ze kazdy wyraz be-
dzie wielokrotnoscig lub dzielnikiem poprzedniego.

Rozwigzanie zadania 36. Niech
a3 =ag =09 = ... = azy = 1, A3n4+1 = A3p+2 = ... = Q4n = 1,
pozostate wyrazy réwne —1. Wtedy warto$¢ danego wyrazenia wynosi 4n — 4.
Wykazemy, ze jest to najwieksza mozliwa wartos¢. Polézmy
$; = ajai11a540 € {1, -1} dlai=1,2,... ,4n,
przy czym przyjmujemy d4py1 = @1 1 Ggn12 = ag. Szukamy najwiekszej war-

tosci bezwzglednej wyrazenia S = $1 + s3 + ... + S45,. Poniewaz
3
8182 ...84n = (a1a2 “e a4n)3 = (12n . (_1>2n) = 1,
w sumie S jest parzyscie wiele sktadnikow réwnych —1. Niech 2k oznacza
liczbe sktadnikéow rownych —1, oczywiscie k jest calkowite nieujemne. Wtedy

S = —2k + (4n — 2k) = 4(n — k),

zatem 4 | S. Wystarczy wiec wykazaé, ze |S| # 4n.

Przypusémy, ze S = 4n. Wtedy s1 = so = ... = s4, = 1, wiec w kazdej
z 4n tréjek (a;, a;y1,a:42) sa trzy jedynki albo jedna. Poniewaz lacznie we
wszystkich trdojkach jest 6n jedynek, w co najmniej jednej z nich musza by¢
trzy jedynki. Niech wiec a; = aj41 = a;42 = 1 dla pewnego j. Z réwno-

§ci s; = s;41 otrzymujemy a; = a;4+3, a dalej dowodzimy indukcyjnie, ze
a1 = as = ... = a4y = 1. Jest to poszukiwana sprzecznosé.
Jezeli S = —4n, to kazda liczbe a; zastepujemy liczba —a; i mozemy rozumo-

waé doktadnie tak samo, jak w przypadku S = 4n.

Rozwigzanie zadania 37. Przypusémy, Ze istnieje ciag (a1, as,...) spelnia-
jacy warunki zadania. Wtedy

ag < a1+ as + az < 3az < 3ay,
zatem 2a4 = ay + as + asz na mocy podzielnosci ay | a; + a2 + az. Udowodnimy

przez indukcje, ze dla n > 4 zachodzi rownosé 2a, = a1 +as + ... + Gp_1.
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Krok indukcyjny przebiega nastepujaco:
ant1 < a1 +az+ ...+ ap =3a, < 3An4+1,

wiec 2a,41 = a1 +az+. ..+ a, na mocy podzielnosci a,11 | a1 +as+...+ap.
7 udowodnionej indukcyjnie réwnoéci, dla n > 4 mamy

ant1 = 3(ar +ao +... 4+ a,) = 1(2a, + an) = 3a,.

Wobec tego astn = (3/2)"ay, wiec dla kazdego n zachodzi podzielnoéé 2™ | ay.
Jest to sprzecznosé, zatem ciag o zadanych wlasnosciach nie istnieje.

Rozwigzanie zadania 38. Rozwazmy najpierw ¢ < % Jesli a,, # n, to
an = 2n 1 tym samym

an < 2(ap, —n) < 2can_1 < ap_1.

W takim razie gdyby nieréwnosé a,, # n zachodzita dla wszystkich n > 2,
nasz ciag bylby nieskonczonym malejacym ciagiem liczb naturalnych, a to jest
niemozliwe. Wobec tego a,, = n dla pewnego n w przypadku ¢ < %

Pozostaje rozwazy¢ ¢ > % — dla takich ¢ skonstruujemy ciag (a). Poldézmy

c= % + ¢ oraz q, = . Liczby ¢, sa calkowite dodatnie, a ponadto

=22 = (1) (1-3) o

Stad dla wszystkich n > 2 mamy ¢, > %qn,l oraz dla odpowiednio duzych n,
powiedzmy n > N, zachodzi nieréwnos¢ ¢, > %%—1- 7 tego wynika, ze jesli
Gn—1 > 1, to g, > 1 dla n > N. Wystarczy zatem tak dobra¢ q;, by gy > 1.
Na mocy nieréwnosci g, > iqn_l, dobrym wyborem jest ¢; = 4"V. Wtedy dla
wszystkich n zachodzi nieréwnosé ¢, > 1, réwnowaznie a,, > n.

2.4 Funkcje

Rozwigzanie zadania 39. Wstawiajac —x w miejsce z, otrzymamy réw-
nos¢ —zf(—z) + f(x) = 1. Mnozac réwnoséé z zadania obustronnie przez z,
otrzymamy 22 f(x) + 2 f(—x) = x. Dodajac obustronnie te dwie réwnosci, do-
stajemy f(z) + 2?f(x) = x + 1, co prowadzi do f(x) = ;2111. Bezposrednio
sprawdzamy, ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

Rozwigzanie zadania 40. Przypu$émy, ze f nie jest funkcja stala. Wtedy
r=|f(z) — f(y)| # 0 dla pewnych liczb rzeczywistych x i y. Wybierzmy tak
duza liczbe M, aby zachodzily nieréwnosci [z — M| > 2 i |[M —y| > 2. Wtedy
otrzymujemy sprzecznosé

r=|f@) ~ f@)] < @)~ FOD] + [FO0) — F)] < gy + gy <7

ktora dowodzi, ze funkcja f jest stata.
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Rozwiagzanie zadania 41. Wstawiajac * = 0 do réwnania danego w za-
daniu, otrzymujemy f(0) = f(f(0)), zatem réwniez f(f(0)) = f(f(f(0))).
Wstawiajac x = f(0), otrzymamy f(f(0)) = f(f(f(0))) + £(0). Dwie uzy-
skane réwnosci pozwalaja wywnioskowad, ze f(0) = 0.

Niech z(y bedzie dowolnym miejscem zerowym funkcji f. Wtedy

0= f(zo) = f(f(20)) + zo = f(0) + 2o = w0,
wiec 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f.

Komentarz. Istnieja funkcje spelniajace warunki tego zadania, cho¢ wska-
za¢ je nielatwo i wymaga to troche wiedzy. Podamy tu przyktadowa kon-
strukcje. Najpierw podzielimy zbiér Ry na parami roztaczne tréjki réznych
liczb (a,b,c), w ktérych a + ¢ = b. Taki podzial zbioru Q jest nietrudny —
mozna zrobi¢ to ,zachlannie”. Niech K bedzie zbiorem reprezentantéw warstw
grupy ilorazowej R} /QX. Zadany podzial zbioru R, tworza tréjki postaci
(ak,bk,ck), w ktérej k € K i (a,b,c) jest jedna z trojek dzielacych zbiér Q4.
Funkcje f definiujemy nastepujaco: f(0) = 0 oraz dla kazdej tréjki (a,b,c),
na ktére podzielony zostal zbiér R, niech

f(£a) ==£b, f(£b) ==xc, f(£e) = Fa.

Znacznie latwiej podaé przyklad funkcji f: C — C, spelniajacej to réwnanie

— wystarczy wziaé f(z) = Lz‘/gz

Rozwigzanie zadania 42. Wybierzmy dowolne naturalne n > 0. Niech
apg=n oraz a;+1 = f(a;) dlai>0.

7 warunkéw zadania mamy a,, = n, wiec liczba n pojawia sie w ciagu (a)
nie tylko jako zerowy wyraz. Wobec tego mozemy wybra¢ najmniejsze takie
t > 0, dla ktorego a; = n = ag. Prosta indukcja dowodzi, ze axis = ay dla
wszystkich k£ > 0, wiec ciag ten jest okresowy z okresem zasadniczym ¢. Wobec
tego réwnosé ay = n zachodzi tylko dla ¢ | k. Wnioskujemy stad, ze ¢ | n.
Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzié¢ dla ciagu, ktory rozpoczyna sie
wyrazem by = f(n). Wéwezas mamy b; = a;41, wiec ciag (b) réwniez ma okres
zasadniczy t. Jak poprzednio, dowodzimy, ze t | f(n).

Jesli n = p jest liczba pierwsza, to ¢t = 1 lub ¢ = p. W pierwszym przypadku
mamy f(p) = p, a w drugim p | f(p) — czyli w obu spelniona jest podzielnosé
p | f(p). Dowdd jest zakoniczony, bo liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

Rozwigzanie zadania 43. Niech f* oznacza k-krotne zlozenie funkcji f,
w szczegdlnosci funkcja fO to identycznoéé. Zauwazmy najpierw, ze

fn)=fn-1)=fn-2)=...=f(1)

Polézmy ¢ = f(1). Jedli ¢ = 1, to funkcja f jest stala, czyli okresowa o okre-
sie 1. Dalej mozemy przyjaé ¢ = 3, bo ¢ # 2. Wtedy f¢(1) = f(c) = f%(1),
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zatem dla n > ¢ mamy
f(n) = fr(1) = fre(fo0) = Ao (f2 (1) = 272 (1) = f(n—c+2).

Wobec réwnosci g(n) = f(n+1) otrzymujemy g(n) = g(n—c+2) dlan > c—1,
czyli g(m + ¢ —2) = g(m) dla m > 1, co koriczy dowdd.

2.5 Wielomiany

Rozwigzanie zadania 44. Zauwazmy, ze dla x # 0 zachodza rownosci

PP (1) =0 (2 4 4 % )

"

=apz" + a1 2"V + ...+ ap17 + an.

W takim razie wielomian P stopnia n jest palindromiczny wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnia warunek

P(z) =a"P (1).

Niech P i @ beda wielomianami palindromicznymi stopni odpowiednio n i m.
Zachodza wtedy réwnosci

R(z) = P()Q(z) =a"P (5) -a™Q (3) =a" ™R (3)

Wielomian R ma stopien n + m, zatem, na mocy wczesniej dowiedzionego
faktu, jest on palindromiczny.

Drugie rozwiazanie zadania 44. Niech P(z) = ag + a1z + ...+ a,a™ oraz
Q(z) = bo + bix + ... + bypx™, przy czym an,b, # 0, beda wielomianami
palindromicznymi. Wtedy wielomian P(z)Q(z) = co + c1o + ... + c;x* ma
stopien k = n + m. Przyjmujemy konwencje a; = 0 dla j < 0 oraz j > n,
analogicznie dla wspdlczynnikéw wielomianu Q(z). Wowcezas

Cm4n—t = Z aibj = Z an—ibm—j = z ai/bj’ =Ct
i+j=m+n—t 1+j=m+n—t i +5'=t
dla kazdego t € {0,1,...,m + n} (w przedostatniej réwnosci mialo miejsce
przeindeksowanie sumy: i’ = n—i, j’ = m—j — wtedy i'+j' = m+n—i—j =1t).
Otrzymana réwno$é dowodzi palindromicznosci wielomianu P(z)Q(x).

Rozwiazanie zadania 45. Suma wspoétczynnikow wielomianu wynosi

P)=2.8. .mtl ;4

Przy x™ jest wspélczynnik 1, wigc suma pozostatych wspoétczynnikéw jest
rowna n, a wszystkie sa dodatnie. Wobec tego kazdy z nich jest mniejszy
od n.
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Rozwigzanie zadania 46. Niech zg > 0 oraz P(z() = 0. Mamy P(z) — +o0
przy @ — +oo. Na mocy wlasnoéci Darboux istnieje takie 21 € (9, 0), ze
P(x1) = xo. Wtedy

Q(z1) = P(P(z1)) = P(z0) = 0,
przy czym x1 > xo > 0.

Rozwigzanie zadania 47. Dla parzystych n taki wielomian istnieje. Niech
n = 2k oraz P(z) = (22 — z + 1)*. Wielomian ten ma stopien n, a ponadto
dzieli Q(z), gdyz

Q(z) = ((552 +1)2 = (22 + 1)+ 1)k = (z* — 22+ 1)*
= (x2 — x4+ 1)k(x2 L4+ 1)k _ P(i)(ib2 o+ 1)19.

Dla nieparzystych n odpowiedz jest negatywna. Jako wielomian nieparzystego
stopnia, P(z) ma pierwiastek rzeczywisty, powiedzmy 1. Niech

T =ar+1dlak=1,2,3,....

Jest jasne, ze x1 < x9 < x3 < .... Przypusémy, ze wielomian Q(z) jest
podzielny przez P(z), czyli Q(x) = P(x)W (z) dla pewnego wielomianu W (z).
Jezeli wtedy P(xy) = 0 dla pewnego k > 1, to

P(zj11) = P (2} + 1) = Q(xx) = P(zy)W (2x) = 0.

, . 5w . . fczenie wi
Wobec tego, na mocy zasady indukcji, wielomian P(x) ma nieskonczenie wiele
pierwiastkow, czyli jest wielomianem zerowym — sprzecznoscé.

Rozwigzanie zadania 48. Jest jasne, ze wielomian P(z) nie moze by¢ staly.
Jesli wspolczynnik przy najwyzszej potedze x tego wielomianu jest ujemny,
to P(n) > 0 tylko dla skoriczenie wielu calkowitych dodatnich n.
Przypusémy, ze wielomian P(z) ma stopienn wiekszy niz 1 i dodatni wspol-
czynnik przy najwyzszej potedze x. Wtedy P(x) > x dla wszystkich z > N,
przy czym N jest pewna liczba calkowita dodatnia. W tej sytuacji liczby
1,2,..., N musialyby by¢ wartosciami P(x) dla « = 1,2,..., N — 1, co nie
jest mozliwe.

Komentarz. Wszystkie wielomiany spelniajace warunki zadania sa postaci

P(x) = £, przy czym a i b sy liczbami calkowitymi i b > max{a, 0}.

Rozwigzanie zadania 49. Niech £ > 0 bedzie liczba calkowita oraz niech
n = |P(k)| # 0. Oczywiscie n | P(k), wiec takze n | P(k 4+ n). Z warunkéw
zadania wynika, ze k+n > 2n, réwnowaznie k > n = |P(k)|. Wobec tego nie-
réwnosé |P(k)| < k zachodzi dla wszystkich catkowitych dodatnich k, zatem
stopien wielomianu P nie przekracza 1.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze P(x) = x lub P(z) = —z. Latwo spraw-
dzi¢, ze oba te wielomiany spelniaja warunki zadania.
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Rozdziat 3

Geometria

3.1 Rachunki na katach

Rozwiazanie zadania 50. Rownosci bokéw w tresci zadania sa rownowazne
réwnosciom odpowiednich katow, zaznaczonych na ponizszym rysunku.
Niech |¢DBE| = |9¥BED| = . Wtedy
¢ |9ACD| = |9ADC| = 2p, gdys kat
ADC jest katem zewnegtrznym przy wierz-
D chotku D tréjkata BDE. Mamy wobec
tego | S ABC| = |4¥BAC| = 90° — ¢ oraz

|9ABE| = |¥ABC| — |4 DBE|
=90° — 2p.
Stad |[¥ABE| + 2|9 DBE| = 90°.

A

Rozwigzanie zadania 51. Niech o = | BAC|. Mamy |CD| = |CL|, wigc
|9CDL| = 8%5=2 a stad |[XADP| = |[¥BDL| = . Kat zewnetrzny przy
wierzchotku A tréjkata ADP ma miare «, wige |[SAPD|+ |SADP| = «.

Wobec [ ADP| = § mamy

C
|XAPD| = |9ADP| = §,
wiec |AP| = |AD|. Analogicznie dowo- h’ L
dzimy, ze |BQ| = |BD|. Ostatecznie B B

A Oé
|AP|+|BQ| =|AD|+|BD| = |4B, %/VD

co konczy dowdd.
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Rozwiazanie zadania 52. Wykazemy najpierw,

ze na pieciokacie ABCDE mozna opisaé okrag. D
Poniewaz czworokat BCDE jest wypukly oraz
|9BDC| = |9BEC|, wnioskujemy, Ze mozna na
nim opisaé¢ okrag. Analogicznie dowodzimy, ze na
czworokacie ABDFE mozna opisaé okrag. Okregite FE
maja punkty wspdélne B, D, E, wiec sa identyczne

i opisane na pieciokacie ABCDE. Na mocy réw-
noséci |[YADB| = |<BDC| wnioskujemy réwnosé A ¢
dtugosci tukéw AB i BC, a co za tym idzie, réw- B

noé¢ dltugosci odcinkéw AB i BC.

Rozwigzanie zadania 53. Oznaczmy kolejne wierzchotki danego dziewie-
ciokata foremnego przez A, B,C, ..., I oraz opiszmy na nim okrag.

Kat wpisany ABG jest oparty na % okregu, zatem
jego miara wynosi 60°. W podobny sposéb wnio-
skujemy, ze

|ABAE| = |YAEG| = |¥BGE| = 60°.

A W takim razie tréjkaty ABP i EGP sa réwno-
boczne. Stad

|AE| = |AP|+ |PE| = [AB| + |GE| = a +d,

co konczy dowdd, gdyz AFE jest najdluzsza prze-
katng rozwazanego dziewieciokata.
Drugie rozwigzanie zadania 53. Wpiszmy dany dziewieciokat w okrag
o promieniu R. Niech e bedzie dlugoscia najdtuzszej przekatnej tego dziewie-
ciokata. Na mocy twierdzenia sinuséw:
a=2Rsin20°, d=2Rsin40°, e =2Rsin80°.

Zachodza nastepujace réwnosci:

sin 40° + sin 20° = 2sin 400;200 cos 4005200
= 2sin30° cos 10° = 2 - % - sin 80° = sin 80°,

co konczy dowdd.

Rozwigzanie zadania 54. Jesli |[AC| = |BC|, to P = @ = C, wiec |OP| =
|OQ| = R. Niech 8 = |4ABC]|. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze
|AC| > |BC|. Nalezy uwzgledni¢ dwa przypadki: 8 < 90° oraz 8 > 90° (jesli
B = 90°, to prosta BC nie przecina symetralnej odcinka AB). Rozwazmy
pierwszy z nich.
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Z réwnosci |OA| = |OC| = R wynika, ze
|7 ACO| = B=1JA9C _ 900 _ g — |y BQM|.

Tréjkaty COP i QOC sa zatem podobne na mocy
cechy (kk), wiec

|0Q)| |CO|
[CO oP[

7 tego wnioskujemy, ze

|OP|-10Q| = |0C|* = R?,

co konczy dowod.
Przypadek g > 90° przebiega podobnie. Rachujac na katach, dochodzimy do
podobienistwa tréjkatow COP i QOC, z ktorego wynika teza.

Rozwigzanie zadania 55. Niech PK i PL beda $rednicami, zas S 17T $rod-
kami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach ABP i CDP. Punkty
O i T leza na symetralnej odcinka C' D, wiec

|9 DOT| = 1|9COD| = |¥CAD| = |4 PAD|,

|9 DTO| = 180° — L|9CTD| = 180° — |9 CPD| = |4 APD|.

Trojkaty TOD i PAD sa zatem podobne (kk), analogicznie dowodzimy, ze
tréjkat SAO tez jest podobny do PAD. Wobec tego z réwnosci |[AO| = |DO)
wynika, ze tréjkaty TOD i SAO sa przystajace.

Na mocy réwnosci |SO| = |DT| = |PT| i |OT| = |AS| = |PS| czworokat
PSOT jest réwnolegtobokiem. Z tego wynika, ze punkt O jest érodkiem od-
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cinka KL, gdyz S i T sa srodkami odcinkéw odpowiednio PK i PL.

Katy KEP i LEP sa proste jako oparte na poélokregach, wiec punkt O lezy
na prostej KL prostopadlej do PE, przechodzacej przez E. W takim razie
okrag o srednicy OP przechodzi przez punkt E. Analogiczne rozumowanie
dla punktu F' koniczy dowdd.

3.2 Rachunki na polach

Rozwigzanie zadania 56. Przypu$émy, ze tak jest D 1 C
oraz, bez straty ogdlnosci, |[AB| > |CD|. Rozwazmy

prostokat CDQP. Punkt @ lezy we wnetrzu trojkata P
APD, wigc [CDP] = [PDQ] < [ADP] - sprzecznos¢. 4 L B

Rozwigzanie zadania 57. Z réwnoleglosci EC || AB wynika réwnosé pol
[EAB] = [ABC], gdyz tréojkaty EAB i ABC maja wspélng podstawe AB, od
ktérej punkty E i C' sg réwnoodlegle.
¢ W analogiczny sposéb dowodzimy kolejno
' rownosci
[EAB] = [ABC| = [BCD]
= [CDE] = [DEA].
Z réwnosci [EAB] = [DEA] wynika, ze
punkty B i D sa réownoodleglte od prostej

L EA. Wobec wypukloéci pieciokata ABCDE
B ' ® 4 prowadzi to do wniosku, ze EA || BD.

Rozwiazanie zadania 58. Niech P i () beda Srodkami okregéw odpowiednio
01 1 02. Oznaczmy ich promien przez r, a wysoko$¢ tréjkata ABC opuszczong
na bok BC przez h. Przyjmijmy takze a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB].
7 réwnoéci pol

[ABC]| = [BPQC] + [BPA] + [CQA] + [PQA]
wnioskujemy, ze

fah=LY(a+2r)r+ 3er+Lbr+ 1 2r(h—7),

co po przeksztalceniach daje

_ ah _ah _ 1
"= afbtcr2h — 5n — 5D

konczac dowod.
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3.3 Wazne punkty i linie w tréjkacie

Rozwigzanie zadania 59. Na mocy réwno-
$ci odpowiednich katéw i cechy (kk), tréjkaty
BPR i QPC sa podobne. Skala ich podobien-
stwa jest réwna stosunkowi ich wysokosci po-
prowadzonych z wierzchotka P. Te wysokosci sa
odlegloéciami punktu P od odcinkéw AB i AC,
wiec majg réwna dilugosé, poniewaz AP jest
dwusieczng kata BAC'. Skoro skala podobien-
stwa wynosi 1, trojkaty BRP i CPQ sa przy-

stajace.

A
A
L)

B P c

Rozwigzanie zadania 60. Wybierzmy na odcinku AB punkt S, spelniajacy
warunek |AS| = |AD|. Zachodzi wtedy takze réwnosé¢ |BS| = |BC).

W tej sytuacji dwusieczne katéw
ABC i DAB s3 jednoczesnie sy-
metralnymi odcinkéow CS i DS.
Whioskujemy zatem, ze punkt P
jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie CDS, a wigc zachodzi
réwnosé |CP| = |DP].

Rozwigzanie zadania 61. Wprowadzmy uklad wspélrzednych, w ktérym
0$ OX pokrywa sie z prosta ¢, a punkt C = (x¢,yc) lezy nad nig. Wtedy
punkty A = (x4,ya)i B = (zp,yn) leza pod osia OX.

Odlegloscia punktu C od prostej £ jest
Yo, a odleglosciami punktéw A i B od
tej prostej sa odpowiednio —y4 i —yp.
Srodkiem ciezkosci tréjkata ABC jest
punkt

g - (!EA+SCB+SCC yA+yB+yc>
B 3 ’ 3 ’

Punkt S lezy na prostej ¢, wobec czego
ya+ys+yc =0, czyliye = —ya—ys,
co konczy dowdd.
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Rozwiazanie zadania 62. Niech okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina
po raz drugi prosta AC' w punkcie S. Na mocy twierdzenia o kacie wpisanym

|9BDS| = |[¥BCS| = $|9BDA],

zatem prosta BS jest dwusieczna
kata ABD. Analogicznie wniosku-
jemy, ze prosta DS jest dwusieczng
kata ADB, a zatem punkt S jest
srodkiem okregu wpisanego w tréj-
kat ABD. Wobec tego prosta AC,
ktéra pokrywa sie z prostg AS, jest
dwusieczng kata BAD.

Rozwigzanie zadania 63. Niech K bedzie punktem przeciecia symetral-
nych odcinkéw AP i BQ, lezacym na AB. Zachodzi wéwczas réwnosé katow
|YAPK| = |94KAP| = |9<CAP|, z ktérej wnioskujemy, ze KP || AC.

c Tréjkaty ABC i KBP sa wobec tego
podobne, z czego wynika réwnosé

_ |ACIIBK| _ |AC||BK]
|AB| = e = [AK]

Analogicznie KQ || BC i wobec tego

_ |BCJAK]| _ |BCLJAK]
[ABl = Zegr = TiBRT

Mnozac ostatnie dwie réwnosci stro-
nami, otrzymamy teze.

Rozwiazanie zadania 64. Z zalozenia a < 60° wynika, ze punkt B lezy
wewnatrz trojkata APC.

Niech K bedzie punktem przeciecia pro-
stych CD i PB, za$ punkt L — prostych
AB i PD. Prosta AL jest dwusieczna kata
PAD, a prosta CB — kata KCP. Stosujac
twierdzenie o dwusiecznej, twierdzenie Ta-
lesa i znéw twierdzenie o dwusiecznej, otrzy-
mamnmy

|AD| |DL| _ |KB |CK]|

AP LP| ~ [BP [CP|
Tréjkaty DAP i KCP sa zatem podobne
(bkb), wiec |SAPD| = |9CPK]|, a z tego
juz latwo wynika teza.
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Rozwigzanie zadania 65. Przyjmijmy
¢ = |AB| oraz widoczne na rysunku ozna-
czenia dlugosci odcinkéw z ta uwaga, ze
gdyby punkt B lezal na odcinku AFE, to
podstawiamy y = —|BE|. Odcinek CD jest
wysokoscig tréjkata ABC, a punkt E —rzu-
tem prostokatnym poszukiwanego punktu
P na prosta AB. Réwno$¢

|BC|* — |AP]® = |CA]* — |BP|*

A D
po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa dla P
tréjkatow BCD, AEP, ACD i BEP przyj-

muje postaé

o
Sy

RPt(c—a)? —(c—y)?—e*=a? +h? —y? — €2,

rownowazng réwnosci x = y. Punkt P ja zatem spelnia wtedy i tylko wtedy,
gdy lezy na prostej ¢, ktora jest symetryczna do prostej CD wzgledem sy-
metralnej odcinka AB. Pozostate réwnosci z tresci zadania daja analogiczne
rezultaty dla analogicznych prostych €4 i £g. Punktem wspdélnym dla tych
trzech prostych jest punkt symetryczny do ortocentrum H tréjkata ABC
wzgledem $rodka O okregu opisanego na tym trdjkacie.

Drugie rozwiazanie zadania 65. Skorzystamy z faktu, ze dla kazdego tréj-
kata ostrokatnego ABC istnieje czworoécian réwnoscienny ABC D — czyli taki,
w ktérym |AD| = |BC|, |BD| = |CA|i |CA| = |AB|.

Zadane warunki spetnia punkt P bedacy spodkiem wysokosci DP tego czwo-
roscianu — korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy

|DP|* = |AD|* - |AP|* = |BC|* - |APJ?
oraz analogicznie |DP|? = |CA|> — |BP|* i |DP|* = |AB|* — |CP|%.

3.4 Roéwnoleglosé

Rozwigzanie zadania 66. Niech K bedzie punk-
tem przeciecia sie odcinkéw AP i D@, natomiast
punkt L — odcinkéw BP i CQ. Tréjkaty AKQ i QLB
sa podobne do tréjkata APB (bkb) w skali 2. W ta-
kim razie KL || AB i |[KL| = 1|AB|. W analogiczny
sposéb dowodzimy, ze KL || DC i |KL| = 1|DC].
Czworokat ABC'D ma zatem pare bokéw réwnole- 0 B
glych i réwnej dlugosci, wiec jest rownoleglobokiem.
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Rozwigzanie zadania 67. Niech a = |<BAC| oraz ¢ = |[<CAD|.
Mamy |[¢ACD| = «, poniewaz

D C

AB || CD. Na mocy warunkéw
zadania | X ACB| = 180° — ¢.
Z twierdzenia sinuséw zastosowa-
nego najpierw dla tréjkata ABC,

A B -
a potem AC'D otrzymujemy

CcD i in(180° — AB| .

l\AD\l = % = Sln(sinoz 2] = \lBC‘|’ wiec |AB| ’ |AD| = |BC| : |CD|

Drugie rozwigzanie zadania 67. Poprowadzmy pélproste BC~ i AD™ do
wspélnego punktu P. Taki punkt istnieje, poniewaz |AB| > |CD|. Z tresci
zadania wynika, ze |4 PAC| = |4 PCA|, wiec |[AP| = |CP].
P Na mocy podobienstwa tréjka-
tow ABP i DCP otrzymujemy

|AB| _ |BP| _ |AP|
ICD] — [cP] — |DP|’
D C W takim razie
|AB| |BP|—|AP]|
|CD| ~ |CP|-|DP|
_ |BP|-|CP| _ |BC]
= |AP|=|DP| — ]AD|*
A B o jest rownowazne tezie.

Rozwiazanie zadania 68. Wybierzmy taki punkt U, by czworokat BUCT
byl réwnoleglobokiem. Wtedy CU || QS oraz |CU| = |BT| = |QS|.

Wnioskujemy stad, ze czworokat
CQSU takze jest rownolegltobo-
kiem, wiec CQ || SU. W takim
razie tréjkaty AQT i UST sa jed-
noktadne wzgledem punktu 7T'. Po-
niewaz punkty P i R sa $rodkami
odcinkéow odpowiednio TU i AT,
tréjkaty QRT 1 PST sa takze
jednokladne wzgledem punktu T'.
A stad juz wynika teza.

Drugie rozwigzanie zadania 68. Skorzystamy z geometrii mas. W punk-
tach A, B, C' umiesémy odpowiednio takie masy ma, mp, m¢, by ich bary-
centrum byt punkt 7'. Poniewaz punkt 7" lezy na srodkowej boku BC, mamy
mp = mg. Wowczas

|TS| _ |BT| — matmp | _—Mma _ 9. ma =92. |PT| |PT|

TQl — ITQ| mc ~ msp mp+mc TA| TR|’

z czego natychmiast wnioskujemy, ze QR || PS.
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3.5 Nieréwnosci w geometrii

Rozwigzanie zadania 69. Niech K, L, M oznaczaja punkty stycznosci

okregu wpisanego w tréjkat ABC do bokéw odpowiednio BC, CA, AB.
Punkt K jest spodkiem wysokosSci

o tréjkata prostokatnego CIQ, opusz-
czonej na przeciwprostokatna CQ.

N K
L ) Wobec tego lezy on na odcinku C'Q
P \ Q i w konsekwencji |BK| > |BQ)|.

Analogicznie |AL| > |AP|. Ponie-
waz |AL| = |AM| i |BK| = |BM|,
zachodzi nieréwnosé

A M B

|AP|+|BQ| < |AL|+|BK| = |AB|.

Rozwiazanie zadania 70. Oznaczmy przez L C
he, hp, hy odlegloéci punktéw odpowiednio
C, D, L od prostej AB. Punkt L jest Srodkiem
odcinka C'D, wiec

|AB|V3 = 2hy = he + hp < |BC|+ | DA,

hp hy he

co konczy dowdd. A B

Rozwiagzanie zadania 71. Dla d > 1 pchla nie moze wykona¢ zadnego skoku
ze érodka S kota. Wykazemy, ze dla d < 1 pchla moze si¢ dosta¢ z kazdego
punktu kota na dowolny inny.

Wrystarczy w tym celu udowodnié, ze z kaz-
dego punktu kota pchta moze dostaé sie
do punktu S — wowczas, wykonujac skoki
w odwrotnej kolejnosci, pchta bedzie mogta
przej$¢ z punktu S do kazdego innego.
Niech pchta porusza sie po odcinku tacza-
cym jej pozycje poczatkowa P ze $srodkiem
kola, az znajdzie sie w punkcie A, dla kto-
rego |SA| < 2d. Wéwezas istnieje punkt
B spelniajacy réwno$¢ |AB| = |SB| = d.
Punkt ten lezy na danym kole, gdyz |SB| =
d < 1. Z punktu A pchla moze skoczyé¢ do
B, a nastepnie do S.
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Rozwigzanie zadania 72. Przyjmijmy oznaczenia widoczne na rysunku.
Zwroémy tez uwage, ze nie ma znaczenia, ktéry z punktow K, L polozony
jest blizej punktu A.

Niech P, (A) oznacza potege punktu A wzgledem okregu w. Zachodza réwnosci

n? = |AN|* =P, (A) = |AK| - |KL| = k(k + ),

analogicznie m? = I(I + z). Okrag w jest jednokladny do okregu wpisanego
w trojkat ABC w stosunku wiekszym niz 1, wiec

n+m < |AE|+ |BD| = |AF|+ |BF| = |AB].
Z tego wynika, ze
|AB| - ||AC| — |BC|
) = |AB| - |n — m)|
* > (n+m)ln - m| = [n? — m?)
= [k + kx — 12 — Iz
=(k+1 k—1=|AB| |k —1|.
| . 5 (k+ 0+ )k —1] = [AB] [k~
w Teze otrzymamy, dzielac powyzsza nie-

réwnosé obustronnie przez |AB].

Rozwigzanie zadania 73. Niech A i B beda takimi punktami spos$réd n
danych, ze |AB| = d;. Pozostale punkty nazwijmy Ci,Cs,...,Ch_o w taki
sposob, by zachodzity nieréwnosci
max {|AC,|,|BC1|} > max {|ACs|, |BCs|}
> ... > max {|AC'n,2‘7 ‘BCn,Q‘}
Wtedy max {\ACn_2|, |BCn_2|} < d,_1, poniewaz mamy przynajmniej n — 2
odcinkow o wiekszej dlugosci — sa to AB oraz dtuzszy z kazdej pary odcin-
kéow ACy, BCy dla k = 1,2,...,n — 3. Stad min{|AC’n,2|, |BCn,2|} < d,.
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata, otrzymujemy
dl < |A0n—2| + |BOn—2|
= max {|AC,, 2|, |BCp—2|} + min {|AC,,_s]|, |BCy—2]}
< dn—l + d’m

co konczy dowdd.
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Rozwigzanie zadania 74. Dla kazdego zaznaczonego punktu X okreslony
jest jednoznacznie punkt b(X), ktéry jest polozony najblizej X ze wszystkich
pozostalych zaznaczonych punktéw oraz punkt d(X), ktéry jest polozony naj-
dalej od punktu X ze wszystkich zaznaczonych punktéw. Odcinek AB jest
dziwny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi co najmniej jedna z mozliwosci:

A=dB)iB=0bA) Iub A=0bB)iB=dA).

Dla kazdego n > 2 istnieje rozmieszczenie punktéw z przynajmniej jednym
dziwnym odcinkiem: wystarczy najpierw zaznaczyé n — 1 punktéw zgodnie
z warunkami zadania, a nastepnie doda¢ n-ty punkt X wystarczajaco daleko
od nich. Wéwezas punkty X i b(X) sa koficami dziwnego odcinka.
Udowodnimy metoda nie wprost, ze liczba dziwnych odcinkéw nie przekra-
cza 1. Przypusémy zatem, ze istnieja przynajmniej dwa dziwne odcinki. Na-
lezy tu rozwazy¢ dwa przypadki.

1. Pewne dwa dziwne odcinki majg wspélny koniec — powiedzmy AB i BC.
Bez straty ogdlnosci niech A = b(B) i C' = d(B). Wtedy B = d(A) oraz
B =b(C). Otrzymujemy stad sprzecznosé

|AB| < |BC| < |CA| < |AB|.
2. Pewne dwa dziwne odcinki nie majg wspolnego konca — nazwijmy je

AB i CD. Bez utraty ogdlnosci niech A = b(B) i B = d(A), a takze
C =b(D)iD =d(C). Znéw mamy sprzecznosé

|CD| < |AD| < |AB| < |BC| < |CD|.
Najwieksza mozliwa liczba dziwnych odcinkéw jest zatem niezalezna od n
i wynosi 1.

Rozwiazanie zadania 75. Obré¢émy tréjkat ABC wokot punktu A w taki
spos6b, by obrazem punktu K byl punkt L. OtrzymaliSmy tréjkat AB'C’.
Mamy 90° < |BAC’| < 180°, wiec zachodzi nieréwnosé

|AB* + |AC'|? < |BC")?.

Bl

Na mocy nieréwnosci tréjkata c’
|BC'| < |BL|+|C'L.

Korzystajac z rownosci

ICK|=1|C'L| i |AC|=|AC"|

otrzymujemy nieréwnosé

|AB|>+|AC|? < (|BL|+|CK|)®,

co konczy dowdd.
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Rozdziat 4

Kombinatoryka

4.1 Zasada szufladkowa

Rozwigzanie zadania 76. Na kazdej Scianie dwudziesto$cianu zapisano
liczbe ze zbioru {0,1,2,...,18} (19 mozliwosci), a $cian jest 20. Wobec tego
pewne dwie zapisane liczby sa jednakowe.

Rozwigzanie zadania 77. Dla k = 2,3,4,5,6 oznaczamy przez aj liczbe
zetonéw o wartosci k zt. Zauwazmy, ze jesli zachodzi co najmniej jedna z nie-
réwnosci:

az + a4 = 30, az + ag = 20, as > 12,
to bez trudu wyplacimy 60 zt. Jezeli zas zadna z nich nie zachodzi, to

as + aq +az+ag+as < 29419+ 11 = 59 < 60,

co jest sprzeczne z warunkami zadania.

4.2 Zagadnienia ekstremalne

Rozwigzanie zadania 78. Nazwijmy wybrany podzbioér duzym, jesli ma
przynajmniej dwa elementy. Kazdemu duzemu zbiorowi przypisujemy dowolny
jego dwuelementowy podzbiér. Przypisane podzbiory musza byé¢ rézne, wiec
liczba wybranych duzych podzbioréw nie przekracza (72‘) Wszystkich pod-
zbioréw, ktére nie sa duze jest n + 1 (zbiory jednoelementowe i zbiér pusty).
Wobec tego nie mozna wybraé wiecej niz (g) +n+1= %(n2 +n + 2) pod-
zbioréw. To oszacowanie jest optymalne — taka liczbe podzbioréw otrzymamy,
wybierajac wszystkie o co najwyzej dwoch elementach.
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Rozwigzanie zadania 79. Wykazemy, ze szukana liczba jest 2n? + 2n + 1.
Jest to wiecej niz polowa elementéw zbioru A, wiec jesli podzielimy zbiér A
na czworki postaci

{(avb)v (bv _a)’ (_a7_b)’ (_b’a)}

(rysunek po lewej stronie), to w ktérejs sposrdd tych czwoérek znajda sie przy-
najmniej trzy punkty. Pewne dwa z tych trzech punktéw dadza nam kat prosty
o wierzchotku O, gdyz kazda z tych czwérek wyznacza kwadrat.

(~ba) Y1 U1

Pl (ab) ¢
I’ B ) e o o
// ,’ e o o

!

1 ! > 4.—.—.74.—._H
i ,’ X T
B i o o o

o/\‘\‘ ! e o o

(7a’7b) 1T - e o o
(bafa)

7 drugiej strony, w zbiorze punktéw, ktory przedstawiono na rysunku po
prawej stronie, jest 2n? + 2n punktéw i zadne dwa z nich nie wyznaczaja kata
prostego o wierzchotku O.

Rozwigzanie zadania 80. Niech k bedzie liczba
wiez, ktére sa jedyne w swojej kolumnie, natomiast
w — analogicznie z wierszem. Kazda z wiez nalezy do
przynajmniej jednego z tych typéw, liczba wiez nie
przekracza wiec k + w.

Jezeli k < n i w < n, to liczba wiez nie przekracza
2n — 2. Jesli za§ k = n, to w = 0 i mamy lacznie
n < 2n—2 wiez na szachownicy; analogicznie jest dla :

w = n. Rysunek przedstawia ustawienie 2n — 2 wiez o000 0
na szachownicy n x n zgodnie z regutami zadania.
Rozwigzanie zadania 81. Wykazemy, ze szukang liczba jest k = (n — 1)\
Na poczatek zauwazmy, ze kazde dwie permutacje konczace sie liczba n sa
podobne, a jest ich wlasénie tyle.

Dla permutacji (a1, az, - .., ay,) rozwazmy jej cykliczne przesuniecia:

(a27a37"'7an7a1)7 (a37~'~aanaa1;a2)7 EERE (an7a17a27"'7an—1)~

W ten sposéb podzielimy zbiér wszystkich n! permutacji na n-elementowe,
rozlaczne klasy. Zadne dwie permutacje z jednej klasy nie sa podobne, wiec
mozemy wybraé co najwyzej jedna z kazdej klasy. To dowodzi, Ze nie mozna
wybraé¢ wiecej niz n!/n = (n — 1)! permutacji.
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Rozwigzanie zadania 82. Udowodnimy, ze szukana liczba jest k = 271,
Niech X = {1,2,...,n}. Oznaczmy rodzine wybranych zbioréw przez W.
Jedli W stanowia wszystkie podzbiory zbioru X \ {n}, ktérych jest 2"~ to
zadane warunki sa spelnione.

Pozostaje zatem wykazaé, ze jesli [W| > 2"~ to wszystkie podzbiory zbioru
X naleza do W. W tym celu wezmy dowolny « € X i pogrupujmy wszystkie
podzbiory zbioru X w pary

(A, AU {x}), przy czym A C X \ {z}.

Tych par jest 2"~ < |W)|, zatem dla pewnego A C X\ {z} mamy jednoczesnie
AeWiAU{z} € W, wiec réwniez {2z} = (AU {z}) \ A € W. Wobec
dowolnoéci x, wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru X sa wybrane, co
prowadzi do wniosku, ze wyrdzniono wszystkie niepuste podzbiory zbioru X.

Drugie rozwigzanie zadania 82. Oznaczmy rodzine wszystkich podzbioréw
zbioru {1,2,...,n} przez R, a rodzine tych wybranych przez W. Rodzina R
z dzialaniem réznicy symetrycznej

A+B=(A\B)U(B\A)
jest znanym przykladem grupy.
7 warunkéw zadania wynika, ze jesli A, B € W, to A+ B € W. Ponadto W
jest rodzing skonczona, wigc W jest podgrupa R z dzialaniem <. Na mocy
twierdzenia Lagrange’a liczba k = |W)| jest dzielnikiem liczby |R| = 2", a za-
tem k < 2”1, bo z treéci zadania k < 2™.

Nalezy jeszcze podaé przyklad rodziny W o 2"~ ! elementach, tak jak w po-
przednim rozwiazaniu.

Rozwiazanie zadania 83. Rozwazmy zbiér
B={1,2,....n}U{k—1,k—2,....k—n}.

Jesli k = |A] > 2n, to |B| = 2n i wtedy |AN B| > n+ 1. Wobec tego istnieje

taka liczba i € {1,2,...,n}, ze {i,k —i} C AN B C A, co jest sprzeczne

z warunkami zadania. Z tego wynika, ze k < 2n.

Na koniec zauwazmy, ze zbior
A={nn+1,....2n—1}U{2n+1,2n+2,...,3n}

ma doktadnie 2n elementow i spetnia wymagane warunki, wigc szukang liczba
jest k = 2n.
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4.3 Ukladanki

Rozwigzanie zadania 84. Sprobujmy ultozy¢ z kostek kwadrat o ustalonym
boku w taki sposob, zeby z zadnych dwoch kostek nie byl ulozony kwadrat
o wymiarach 2 x 2.

Jako pierwsza potézmy kostke, ktora przy-
krywa lewy dolny naroznik kwadratu; dalsze
rozumowanie nie zalezy od jej orientacji. Poto-
zenie kolejnych zaznaczonych na rysunku ko- ,
stek jest wymuszone, gdyz musza one przy- N |
krywaé zacienione pola o numerach 2, 3,4, .. ., —

a przy tym by¢ ulozone w sposéb nie prowa- A |
dzacy do powstania niechcianego kwadratu. |
Kontynuujac dochodzimy wreszcie do prawego 314: |
gérnego naroznika kwadratu, gdzie ulozenie 1192 |
kwadratu 2 x 2 z kostek jest nieuniknione.

Rozwiagzanie zadania 85. Wykazemy, ze ta konstrukcja jest mozliwa tylko
dla n nieparzystych.
Pole takiego prostokata wynosi

1424 +n= 00 m-D2 ] m+1)/2
a jeden z bokéw ma dlugosé co najmniej n. e ‘
Wobec tego drugi bok ma dtugos$¢ co najwy- 2 ‘ n—2
7€j "T'H W przypadku n parzystych dtugosé 1 ‘ n—1
ta wynosi najwyzej 5, gdyz jest liczba natu-
ralng. Wobec tego dla n parzystych zbudo-
wany prostokat nie moze by¢ gruby.
Na rysunku przedstawiamy konstrukcje grubego prostokata dla n nieparzy-
stych, liczby zapisane na prostokatach to ich dlugosci.

Rozwigzanie zadania 86. Niech b oznacza liczbe biatych odcinkéw jednost-
kowych na brzegu kwadratu n x n, zas w — w jego wnetrzu.

Rozetnijmy wyjsciowy kwadrat n x n na kwa-
draty jednostkowe, z zachowaniem koloréw na
‘ ich brzegach. Wéwczas otrzymamy 2n? biatych

odcinkéw jednostkowych, wsréd ktérych od-
cinki z brzegu kwadratu n x n wystepuja jedno-
krotnie, a te, ktére byly w jego wnetrzu — dwu-
krotnie. Daje to réwnoéé¢ b+ 2w = 2n?, z ktérej
natychmiast wnioskujemy, ze b jest liczba pa-
rzysta.

—
H
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Drugie rozwigzanie zadania 86. Potraktujmy
biale odcinki jako otwarte przej$cia pomiedzy kwa-
dratami jednostkowymi, a czarne — jako zabloko-
wane. Utworzymy w ten sposéb labirynt, w kto-
rym z kazdego kwadratu jednostkowego sa doklad-
nie dwa wyjscia, by¢ moze prowadzace na zewnatrz
labiryntu. Nie ma zatem $lepych zautkéw ani roz-
galezien. Wobec tego wyjscia z labiryntu mozna
dobra¢ w pary tak jak na rysunku obok, wiec ich
liczba jest parzysta.

Rozwigzanie zadania 87. Podzielmy dany tréjkat

na n? tréjkatéw réwnobocznych o boku 1 i pokolorujmy

je w sposéb przedstawiony na rysunku. Kazdy z otrzyma-

nych w wyniku podziatu romboéw jest ztozony z jednego

trojkata biatego i jednego szarego. POl szarych jest o n

wiecej niz bialych, wiec otrzymano co najmniej n trojka-

tow.

Drugie rozwigzanie zadania 87. Niech [ bedzie jednym z n odcinkéw jed-
nostkowych, tworzacych jeden z bokow danego tréjkata. Jesli Iy jest bokiem
pewnego rombu R; z podziatu, to niech I; bedzie jego bokiem przeciwlegtym
do Ij. Dalej dla kolejnych k = 2,3, .. .: jesli I, jest wspolnym bokiem rombdw
Ry i Ry1, to Iy definiujemy jako bok rombu Ry przeciwlegly do Ij. To
oczywiscie nie moze trwaé bez korica, wiec dla pewnego m (by¢ moze m = 0)
odcinek 1, jest bokiem pewnego trojkata z podziatu.

W ten sposéb kazdemu z n odcinkéw jednostkowych, tworzacych jeden z bo-
kéw danego tréjkata, przyporzadkowujemy réznowartoéciowo pewien tréojkat
z podzialu. To dowodzi, ze tych tréjkatéw jest co najmniej n.

Trzecie rozwigzanie zadania 87. Uzyjemy indukcji; teza jest oczywiscie
prawdziwa dla n = 1. Ustalmy n > 1 i zal6zmy indukcyjnie, ze dla kazdego
zgodnego z regulami podziatu tréjkata réwnobocznego o boku n na romby
i tréjkaty otrzymamy co najmniej n tréjkatow. Rozwazmy dowolny podziat
trojkata o boku n+1. Widoczna na rysunku prosta £ oddziela od niego trojkat
o boku n i przechodzi przez wnetrza dokladnie & rombéw, 0 < k < n.

Na mocy zalozenia indukcyjnego, nad prosta /¢
znajduje sie co najmniej n — k tréjkatéw z rozwa-
zanego podziatu. Ponadto kazdy z pozostatych do
podzielenia tréojkatéw i trapezéw pod prosta £ nie
moze by¢ podzielony na same romby, gdyz sktada
sie z nieparzystej liczby tréjkatéw jednostkowych.
To daje k+ 1 dodatkowych tréjkatow, wiec tacznie
mamy ich co najmniej n + 1. Dowdd indukeyjny
jest zatem zakonczony.
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4.4 Grafy

Rozwigzanie zadania 88. Niech B bedzie dowolnym miastem. Oznaczmy
przez A zbiér tych miast, z ktérych drogi prowadza do B, a przez C zbiér tych
miast, do ktérych prowadza drogi z B. Zbiory A i B sa niepuste, rozlaczne
oraz ich suma zawiera wszystkie miasta oprécz B. Poniewaz mozna dojechaé
z kazdego miasta do kazdego, istnieje bezposrednia droga z pewnego miasta
C € C do pewnego miasta A € A. Wtedy miasta A, B, C tworza trojkat.

Rozwiazanie zadania 89. Nazwijmy ciag graczy (A1, Aa,...,A,) cyklem,
jesli gracz A; wygrat z A;y; dlai=1,2,...,n—1 oraz gracz A, wygral z A;.
Ustalmy n > 4 oraz zalézmy indukcyjnie, ze jesli k < n i (A1, As, ..., Ag)
jest cyklem, to 3 | k. Rozwazmy cykl (A1, A, ..., A,). Gracz A, _3 przegral
z An_1, ktéry przegral z Ay, wiec gracz A, _3 wygral z A;. Mamy wiec cykl
(A1, Ay, ..., Ap_3). Na mocy zalozenia indukcyjnego 3 | n — 3, zatem réwniez
3| n, co koriczy krok indukcyjny.

Aby indukcja wystartowala, trzeba rozwazy¢ wszystkie n < 4. Dla n < 3 teza
zachodzi, gdyz jedyna mozliwoscia jest wtedy n = 3. Pozostaje zauwazy¢, ze
(A1, A, As, Ay) nie jest cyklem, gdyz w przeciwnym razie gracz A; musialby
jednoczesnie przegraé i wygraé z As.

Rozwigzanie zadania 90. Nazwijmy dystansem pomiedzy dwoma obozowi-
czami X 1Y najmniejsza liczbe d = d(X,Y), dla ktérej na poczatku obozu
mozna wskazaé¢ taki ciag uczniéw (Ao, A1, ..., Aq), ze kazde dwa jego sasied-
nie wyrazy sa znajomymi oraz Ag = X i Ay =Y. Jedli taki ciag nie istnieje,
to wéwcezas stosujemy konwencje d(X,Y) = oo.

Udowodnimy indukcyjnie, ze po k dniach uczestnicy X i Y znajag sie wtedy
i tylko wtedy, gdy d(X,Y) < 2*. Dla k = 0 (poczatek obozu) wynika to
wprost z definicji dystansu. Jest to baza indukcji.

Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego ustalonego k£ > 0. Jesli X i Y sa
znajomymi po k+ 1 dniach, to albo znali sie juz po k dniach (wtedy z zaloze-
nia indukcyjnego d(X,Y) < 2% < 2¥+1) albo poznali si¢ w dniu k+1 — w tym
wypadku po k-tym wieczorku mieli wspolnego znajomego Z, dzigki ktéremu
sie poznali. Wéwczas z zalozenia indukcyjnego

d(X,Y) <d(X,2) +d(Z,Y) < 2F 4 28 = 2k +1,

W druga strone, jezeli d(X,Y) > 2F*1 to na mocy zalozenia indukcyjnego
X 1Y nie znaja si¢ po k-tym wieczorku. Dla kazdego uczestnika U zachodza
nieréwnosci

d(X,U) +d(U,Y) > d(X,Y) > 2~
wiec d(X,U) > 2% lub d(U,Y) > 2* czyli U nie zna X lub nie zna Y. Z tego

wynika, ze X i Y nie zapoznaja si¢ na wieczorku k + 1.
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Niech D oznacza najwiekszy dystans pomiedzy uczestnikami obozu. Jesli
D = oo, to ob6z nigdy sie nie skoniczy. W przeciwnym razie ob6z potrwa
[logy DY dni.

Najwieksze mozliwe skoniczone D jest réwne n — 1 — gdy wszystkich uczest-
nikéw obozu mozna ustawi¢ w ciag, w ktérym znaja sie jedynie uczestnicy
sasiadujacy. Wtedy ob6z potrwa [logy(n — 1)] dni.

4.5 Niezmienniki i péiniezmienniki

Rozwigzanie zadania 91. Przypu$émy dla dowodu nie wprost, ze na tablicy
nie pozostata zadna jedynka i nie mozna dalej wykonywaé operacji opisanej
w zadaniu. W takim wypadku na tablicy widnieje dokladnie jedna liczba
naturalna i jest ona wigksza od 1. Na mocy nieréwnosci

1 1 _ 1 1
[/ (aF8)] = ab/(att) —a T 5

wnioskujemy, ze suma odwrotnosci liczb napisanych na tablicy w zadnym
kroku nie moze zmaleé. Na poczatku ta suma byla mniejsza od %, a na koncu
wynosi najwyzej % — sprzecznosé.

Rozwiagzanie zadania 92. Udowodnimy, ze nie mozna zgodnie z regutami

zadania zgasi¢ wszystkich zarowek, zaczynajac od sytuacji, w ktorej Swieci sie

dokladnie jedna z nich. Jest to rownowazne tezie zadania.

W tym celu wyréznimy niektore z zarowek — zaznaczone na rysunku.
Zrébmy to w ten sposob, by jedyna $wiecaca

L EREERE AR IR RSN R ) zaréwka byla wyrézniona. Uruchomienie dowol-
e e @ e @ nego wlacznika zmienia stan doktadnie dwéch
SRR SRR IR TN ) wyr6znionych zaréwek. W takim razie liczba

L@ @ e @ Swiecacych zaréwek, ktére sa wyrdznione, po-
o e e e e e zostaje nieparzysta. To dowodzi, Ze nie mozna

zgasi¢ wszystkich zaréwek.
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Rozdziat 5

Zadania z kosmosu

Rozwigzanie zadania 93. Niech A oznacza zbiér tych k € {1,2,...,n},
dla ktérych na k-tej karcie znajduje sie przynajmniej jeden zbiér, ktory nie
zawiera k. Zbior A znajduje sie na jednej z kart, niech bedzie to karta o nume-
rze a. Je$li a € A, to na a-tej karcie nie ma zbioréw niezawierajacych a, czyli
nie ma tam zbioru A — sprzecznosé. W takim razie a € A. Z okreslenia zbioru
A wynika, ze na a-tej karcie znajduje sie przynajmniej jeden zbiér, ktéry nie
zawiera a. Na tej samej karcie jest zbiér A, ktéry zawiera a, wiec dowdd jest
zakonczony.

Komentarz. To rozumowanie mozna przeprowadzi¢ takze dla dowolnego, nie-
koniecznie skoniczonego zbioru X. Kazdemu podzbiorowi zbioru X przypisu-
jemy pewien element zbioru X (w zadaniu byl to numer karty, na ktérej ten
podzbiér zapisano). Z tezy zadania wnioskujemy, ze pewnym dwém podzbio-
rom przypisany jest ten sam element, wiec nie ma bijekcji pomiedzy zbiorem X
i zbiorem jego podzbioréw. Jest to stynne twierdzenie Cantora.

Drugie rozwigzanie zadania 93. Niech T'(n) oznacza teze zadania dla pew-
nej ustalonej liczby catkowitej dodatniej n. Dla n = 1 teza jest oczywista, bo
mamy tylko karte z numerem 1, zbiér {1} zawierajacy 1 i zbiér @, ktéry nie
zawiera 1.

Ustalmy n > 1 i zalézmy indukcyjnie, ze zachodzi T'(n). Wykazemy prawdzi-
wos¢ T'(n+ 1). Jesli na karcie o numerze n + 1 znajduje si¢ zbiér zawierajacy
n + 1 i zbiér niezawierajacy n + 1, to teza zachodzi. W przeciwnym razie
sa dwie mozliwodci: wszystkie podzbiory zbioru {1,2,...,n + 1} niezawiera-
jace n + 1 znajduja si¢ na kartach od 1 do n lub wszystkie podzbiory zbioru
{1,2,...,n+ 1} zawierajace n + 1 znajduja sie na kartach od 1 do n. W obu
przypadkach teza wynika bezposrednio z zatozenia indukcyjnego, gdyz obec-
nosé¢ lub nieobecno$é elementu n + 1 nie jest istotna na kartach o numerach
od 1 do n.
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Rozwigzanie zadania 94. Dla k = 1,2,...,n zachodzi réwnos¢

1 1 1 _ 1
adtarteEr =7

ak

Oznaczmy sume po lewej stronie przez Si. Wyraz T wystepuje w sumie Sy
tylko wtedy, gdy k | m. To oznacza, ze w wyrazeniu S; + ... + 5, skladnik
a}n wystepuje tyle razy, ile dzielnikéw nieprzekraczajacych n ma liczba m.

Oznaczmy te liczbe przez d'(m). Mamy zatem

oo n n
/

m) _ Z d(fg).

m=1 m=1 m=1

s+ 4+ =81 +...+8, =

an—1

Rozwigzanie zadania 95. Prosta indukcja pokazuje, ze 0 < a,, < 1 dla
wszystkich n. Zaleznosé rekurencyjna z zadania jest rownowazna réwnosci

aiz(ﬁ—l)/(i—l).

Mnozac ja stronami dla k =1,2,...,n, otrzymamy

2 __ 1 1 _ 1
(a1...a,)2 = (a"+1 - 1) / (a - 1) = -1

Ciag (b) okreslamy w taki sposéb, by bi == g
warunkéw zadania, dla n > 2 zachodzg, réwnosci
1 an 1—a, 1 1

bp—1+ = + = —2=—F——-2=b,—

bp_1 1—ay, an, an — a2 -1

—1=(ajaz...a,)* Namocy

An41

Wobec tego b, > b,_1 + 2 dla n > 2. Rozpoczynajac od by = 4, otrzymamy
indukcyjnie b,, > 2n, co jest réwnowazne tezie zadania.

Rozwigzanie zadania 96. Przyjmijmy oznaczenia

x=|AB|, y=|AE|, z=]AC|, ¢ =|4BAC|, 9 =|3CAE|.

Wowczas
%zcos(<p—|—¢):cosgocosw—singosinw:2 \/1 \/1 422,
a po przeksztalceniach %z + y2 + % =5.
E W analoglczny sposob dla <{BDC i <IBDE
otrzymamy + z + 2z = 5. Odejmujac te
) z

réwnania stronaml po kolejnych przeksztal-
ceniach dostaniemy réwnosé

! P () 8) (%)

B T C z ktorej wynika, ze pewne dwie sposrdd liczb
x, Yy, z sa réwne.
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Jesli x = y, to punkty B i E leza na symetralnej odcinka CD, ale wtedy
pieciokat ABC'DFE nie moze by¢ wypukly. Podobna sprzecznosé uzyskamy
dla z = z. Stad wnioskujemy, ze y = z. Wéwczas tréjkaty ACE i BDE sa
réwnoboczne, a tréjkaty AEB, BEC i CED sg réwnoramienne i przystajace.
Po prostych rachunkach wyznaczamy miary katow pieciokata:

|9¥EAB| = |4CDE| =75°, |4ABC|=|4BCD|=150°, |¥DEA| = 90°.

Drugie rozwigzanie zadania 96. Obr6¢émy tréjkat BC'E wokdt punktu B
w ten sposdb, by otrzymaé trojkat BAK oraz wokét punktu C, by otrzymacé
trojkat DCL. Tréjkaty ABC' i1 K BE sa podobne (bkb), analogicznie tréjkaty
BCD i ECL. Z tego wynikaja réwnosci

|EK| = \EB| \1‘|10| |BD\ \EC| = |EL|,

wiec trojkaty AKE i DEL s przystajace (bbb).

Niech M i N beda $érodkami odcin-
kéw odpowiednio AB i CD. Zacho-
dzi réwno$¢ |[KM| = |LN|, ponadto
|9BME| = |9DNE| = 90°, a takze
|9DNL| = |[9*BMK]|. Z tego wynika,
ze trojkaty EKM i ELN (by¢ moze
zdegenerowane) sa przystajace na mocy
cechy przystawania trojkatow rozwar-
tokatnych (bbk). Stad |[EM| = |EN],
a zatem |EB| = |EC| i dalej postepu-
jemy jak w poprzednim rozwiazaniu.

K L
Rozwiazanie zadania 97. Z nieréwnosci (z;_1 + z; + x;11 — 2)? > 0 mamy
TP a? +at +2mmi + 22T + 2% 1T + 4 > dag + 4o + 4oy,
co jest rownowazne nieréwnosci

al y — a4 ai g + 8y +4 > dwq + 4w + Az,
Dla x € [0,1] zachodzi nieréwnoéé z2 < z, wiec
xi — x +8y;+4 > 4w +4x; + 341

Sumujac ostatnig nieréwnosé dla ¢ = 1,2,...,n, a nastepnie dzielac obie
strony przez n, otrzymamy teze.

60



Rozwigzanie zadania 98. Najpierw wykazemy indukcyjnie wzgledem n na-
stepujace stwierdzenie:

(A) Dla kazdego = > 1 zachodzi nieréwnosé¢ f(z) > (z — 1)/ *Vo — 1.

W przypadku n = 0 nieréwno$é¢ f(x \/1 +(x—-1)f(x+1) > 1 zacho-
dzi, gdyz z zalozen f(z) > 0 dla Wszystklch x > 1. Zalézmy prawdziwosé
stwierdzenia (A) dla pewnego ustalonego n > 0. Wéwczas

— VT i D> Ve Dfa D> /@ - e/ Ve
>\l 102/ = 1) VT,

co konczy krok indukeyjny.
Przechodzac do granicy, dla kazdego x > 1 otrzymamy

fa) = lim f(z) > lim (z—1)/ Ne—1=z—1.

Jest jasne, ze dla x = 1 ta nieréwnos¢ takze jest spelniona.
Teraz wykazemy, znéw przez indukcje wzgledem n, ze:

1

(B) Dla wszystkich 2 > 1 zachodzi nieréwnos¢ f(x) > = — 5.

Indukcja startuje od n = 0, czyli od przed chwila wykazanej nieréwnosci
f(x) = x —1. Zalézmy prawdziwosé stwierdzenia (B) dla pewnego ustalonego
n > 0. Wowczas

=1+ (@-1)f(z+1) \/1 (z—1)(z+1-3)

T 1 T 1 1

Znoéw przechodzac do granicy, otrzymujemy
flx) nhﬁrr;() flx) > nl;rrgo (z—5) ==,
co konczy dowdd.

Komentarz. Jezeli dodatkowo zalozyé, ze istnieje taka stala ¢, ze f(z) < cx
dla wszystkich > 1, to mozna udowodni¢ podobnymi metodami, ze funkcja
z zadania spelnia nier6wnosé f(z) < x dla « > 1, czyli po prostu f(z) = z.
Whnioskiem z tego jest miedzy innymi réwnosé

\/1+2\/1+3\/1+4m:

ktéra, rozumujac w ten sposéb, udowodnit stynny indyjski matematyk, Srini-
vasa Ramanujan.
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Rozwiazanie zadania 99. Oprzemy sie na nastepujacym lemacie.

Lemat. Niech X iY beda zbiorami skoniczonymi i niech f: X — Y. Wtedy ist-
nieje przynajmniej | X |?/|Y| par uporzadkowanych (x1,22) elementéw zbioru
X, dla ktérych f(z1) = f(x2).

Dowdd lematu. Niech Y = {y1,92,...,Ym}- Przez k; oznaczmy liczbe tych
x € X, dla ktérych f(x) = y;. Wtedy |X| = k1 + k2 + ... + kp,. Liczba
rozwazanych par wynosi doktadnie k% 4+ k3 + ...+ k2,, co na mocy nieréwnosci
miedzy érednig arytmetyczng i kwadratows jest nie mniejsze niz | X|?/|Y].

Wracajac do rozwiazania zadania, okre$§lmy funkcje f na zbiorze A x A wzorem

f(a,b) = ((a*b),(bxa)).

Niech B bedzie zbiorem wartosci funkcji f na zbiorze A x A, natomiast C' —
zbiorem wartosci funkcji f na zbiorze B. Z warunkéw zadania wynika, ze

f(f(a,b)) = f((axb),(bxa)) = ((axb)*(bxa),(bxa)*(axb)) = (cc)

dla pewnego ¢ € A. Z tego wnioskujemy, ze |C| < n. Zastosujmy udowodniony
wczesniej lemat do funkcji f: A x A — B oraz f: B — C. Wnioskujemy,
ze istnieje przynajmniej |A|*/|B| i odpowiednio przynajmniej |B|?/|C| par
par ((a,b), (c, d)) — réwnowaznie: czworek (a,b,c,d) — dla ktérych zachodzi
ré6wnosé f(a,b) = f(c,d). Pozostaje zauwazy¢, ze

3 4\ 2 2 8
lA[* |B|? |A| C1BE 4] n® _ 7
(ma {5 00 }) = (1) o =ler 2o =
oraz ze stwierdzenie f(a,b) = f(c,d) jest rébwnowazne temu, ze zachodza
jednoczes$nie warunki axb=cxdibxa=dx*c.

Rozwigzanie zadania 100. Dla |A| = 1 teza jest trywialna, niech wigc
|A| > 1. Jezeli wszystkie elementy zbioru A powiekszymy o pewna stalg lub
pomnozymy przez pewna niezerowa stala, to liczby elementéw zbiorow A, nie
zmienig sig. Mozemy zatem zalozy¢, ze min A = 0 oraz NWD(A) = 1.

Zbiér tych liczb naturalnych, ktérych nie da sie zapisa¢ za pomoca sumy
pewnej liczby niekoniecznie réznych elementéw zbioru A jest wtedy skoniczony.
Oznaczmy ten zbiér przez X. Elementy zbioru A, 11 powstaja z dodawania
parami elementéw zbiorow A, i A, w szczegblnosci A, C A, 41, gdyz 0 € A.
Niech m = max A i £ = max X. Dla odpowiednio duzego ng mamy wiec

{0,1,2,...,2}\ X CA,, 1 z4+Lz+2,....04+méeA,,.
Indukcyjnie dowodzimy, ze dla naturalnych ¢ mamy
{0,1,2,...,2}\ X CApgst 1 z+L2+2,...,2+{+1)m € Apyis.
Dla duzych n = ng + t — powiedzmy dla n > N — zachodzi nieréwnosé

x4 (t+1)m > F(ng + t)m = L max A,.
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Oznacza to, ze dla n > N jedynymi liczbami naturalnymi mniejszymi od
% max A,, i nienalezacymi do A,, sa elementy zbioru X.

Rozwazmy teraz zbiér B = {m —a : a € A} i utwérzmy ciag zbioréw (B,)
analogiczny do ciagu (A,,), ale dla zbioru B. Jest jasne, ze 0 € B iNWD(B) = 1.
Rozumujac analogicznie jak dla zbioru A, dochodzimy do wniosku, ze dla od-
powiednio duzych n — powiedzmy n > N’ — jedynymi liczbami naturalnymi
mniejszymi od %max B,, i nienalezacymi do B,, sa elementy zbioru Y, ktéry
definiujemy analogicznie do zbioru X.

Poniewaz B, = {mn — «a: a € A, }, wnioskujemy, ze dla n > max{N, N’} do
zbioru A, naleza liczby 0,1,2,...,mn z nastepujacymi wyjatkami: elemen-
tami zbioru X oraz liczbami postaci mn — v przy v € Y. W takim razie

|A,| = mn — | X[ — Y] dla n > max{N, N'}.

To oznacza, ze dla takich n zachodzi réwno$é r,, = m, czyli ciag (r) jest od
pewnego miejsca staly.

Komentarz. Zamiast A C Z mozemy rozwazy¢ A C G dla dowolnej grupy
przemiennej G i utworzy¢ odpowiedni ciag zbioréw, jak w zadaniu. Wtedy
istnieje taki wielomian P(n), ze |A,| = P(n) dla wszystkich dostatecznie
duzych n. Twierdzenie to pochodzi od rosyjsko-kanadyjskiego matematyka,
Askolda Chowanskiego.

63



64



