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Organizacja konkursu

Jedenasta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2019/2020. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje Ligi wspiera Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkol oraz z samymi zainteresowanymi. W szkolach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wlm.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.
W konkursie wzieto udziat 33 uczniow.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konica lutego, zestaw C do konica marca. Kazdy z zestawdw
liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiagzania oceniane byly przez
Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto otrzymaé od 0 do 10
punktow. W kilka dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z ze-
stawéw na stronie internetowej WLM ukazywal si¢ aktualny ranking uczestnikéw.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw:
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega, mgr Jedrzej Garnek,
mgr Lukasz Nizio, mgr Piotr Mizerka, mgr Sylwester Swat.

e Zespdl przygotowujacy zestawy zadan:
Kacper Bem, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Jedrzej Garnek,
Mieczystaw Krawiarz, Patryk Matusiak, Wojciech Wawréow.

e Autorzy zadan:
dr Bartlomiej Bzdega (A1, A2, A3, A4, A5, B2, B3, B4, B5, C1, C5),
Kacper Bem (B1), Wojciech Wawréw (C2),
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega (C3), dr Stefan Baraficzuk (C4).



Wyniki konkursu

Nagrody I stopnia
Oliwier Urbanski (147)

Uczen 1 klasy VII Liceum Ogoélnoksztalcacego w Poznaniu.

Cezary Botta (143)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Natalia Adamska (140)
Uczennica 3 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Szamotutach.

Nagrody II stopnia
Michal Redmer (121)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Klaudia Tarabasz (115)
Uczennica 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Antoni Solarski (109)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Patryk Zubilewicz (108)
Uczen 3 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego Towarzystwa Salezjanskiego w Pile.

Nagrody III stopnia

Kosma Kasprzak (93)
Uczen 1 klasy XXXVIII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Pawel Felcyn (89)
Uczen 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego Towarzystwa Salezjanskiego w Pile.

Zofia Golaska (85)
Uczenica 3 klasy Liceum Ogodlnoksztatcacego sw. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Grzegorz Swiader (82)

Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.
Maksym Ratajczyk (79)

Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Stefan Zbaszyniak (71)
Uczen 3 klasy 1T Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienie

Aleksandra Strzelecka (57)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.



Szkice rozwigzan zadan

A1l. Dane sa liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d, dla ktorych abe, bed, cda, dab sa
kwadratami liczb naturalnych. Udowodnié, ze liczby a, b, ¢, d réwniez sg kwadratami
liczb naturalnych.

Rozwigzanie. Liczba d = % jest kwadratem liczby wymiernej i jest naturalna,

wiec jest kwadratem liczby naturalnej. Analogicznie dowodzimy, ze a, b i ¢ réwniez
sg kwadratami liczb naturalnych.

A2. Liczby rzeczywiste x,y, z # 0 spelniaja réwnodci
22 4 2 _y2+22 B 22 4 g2

z x Y

Wykazaé, ze x =y = z.

Rozwigzanie. Przeksztalémy réwnowaznosciowo pierwsza réwnosé:
(22 4y2)x = (P 4222 = 23— ray’—2® =0 —= (z—2)(2*+zz+22+y?) = 0.

Liczby x,y,z # 0 sa tego samego znaku, wiec 22 + zz + 22 + y? > 0. Wobec tego
x = z; pozostalych rownosci dowodzimy analogicznie.

A3. Niech S(W) oznacza sume kwadratéw dlugosci bokéw wielokata W. Udowodnié,
ze dla kazdego wielokata wypuklego W mozna wskazaé trzy jego wierzcholki, ktére
tworza tréjkat T spelniajacy nieréwnosé S(T) > S(W).

Rozwigzanie. Niech P bedzie dowolnym n-katem

wypuklym, przy czym n > 4. Taki wielokat ma

kat o mierze wigkszej lub réwnej 90° — wynika to C
z obserwacji, ze $rednia miara jego kata wynosi

"T_Q -180° > 90° dla n > 4. Oznaczmy przez A,

B, C pewne trzy kolejne wierzcholki wielokata P,

dla ktérych | ABC| > 90°. Wtedy na mocy twier-

dzenia cosinuséw B

|AC|* = |AB|? + |BC|? — 2|AB||AC| cos | ABC|

> |AB|? + |BC)?. A
Jedli zatem usuniemy tréojkat ABC, to otrzymamy wielokat P’, dla ktérego zachodzi
nieréwnosé¢ S(P’') > S(P). Ponadto wielokat P’ réwniez jest wypukly i ma n — 1

bokéw. Te operacje mozna zastosowaé do danego wielokata W tyle razy, ile potrzeba
do otrzymania tréjkata T. Ten tréjkat spelnia warunek S(T') > S(W).



AA4. Niech k > 1 bedzie liczba naturalng. Dowieéé, ze jesli iloczyn pewnych k kolej-
nych liczb naturalnych dzieli sie przez 4%, to doktadnie jeden z czynnikéw dzieli sie
przez 2F+1,

Rozwigzanie. Niech L; oznacza liczbe wielokrotnoéci liczby 2¢ wéréd pewnych k ko-
lejnych liczb, dla i = 1,2,.... Wtedy doktadnie L;; — L; z nich dzieli sie przez 2,
ale nie przez 271, Z tego wynika, ze najwiekszy wyktadnik potegi dwojki dzielacej
ich iloczyn jest réwny

w:(Ll—L2)+2(L2—L3)+3(L3—L4)+...:L1+L2+L3+....

Jest jasne, ze L; < 2& + 1. Przypu$émy, ze zadna z rozwazanych k kolejnych liczb
naturalnych nie jest podzielna przez 2F+1. Mamy wtedy L; = 0 dla i > k, wiec

k k k k 1
Sl ol ol 1=k (2 ) <2k
w< Gl gl gl ( 2k><

To oznacza, ze iloczyn tych k kolejnych liczb nie jest podzielny przez 22F = 4%,

Udowodnili$my, ze wéréd danych liczb jest co najmniej jedna podzielna przez 251,
Na koniec zauwazmy, ze wsrod k kolejnych liczb naturalnych jest co najwyzej jedna
podzielna przez 281, poniewaz 28! > k. To konczy dowdd.

A5. W zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k
o nastepujacej wtasnoéci: dla kazdego podzialu kwadratu o boku 2n na prostokaty
o wymiarach 2 x 1 istnieje prosta, ktéra przecina co najmniej k prostokatow.

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw podzial, w ktérym
wszystkie prostokaty 2 x 1 zorientowane sa poziomo. Wow-
czas kwadrat jest podzielony za pomoca n — 1 piono- ]
wych linii i 2n — 1 poziomych. Liczba prostokatow prze-
cigtych pewng prosta jest réwna pomniejszonej o 1 licz-
bie punktéw przeciecia nig linii pionowych, poziomych
i brzegu kwadratu (zaznaczone na pierwszym rysunku).
Wobec tego k< (n—1)+2n—1)+2—-1=3n—1.

Rozwazmy teraz dowolny podzial kwadratu na prostokaty.
Podzielmy kwadrat na pola (kwadraty jednostkowe) i po-
kolorujmy na czarno te, ktére leza na jednej z przekatnych
kwadratu, a na szaro te, ktore sasiaduja z czarnymi (drugi
rysunek). Prostokaty przykrywajace jedno czarne i jedno
szare pole nazwijmy prostokatami typu I, a przykrywajace
jedno szare i jedno niepokolorowane — typu II. Jest doktad-
nie 2n prostokatéw typu I i 2n — 2 prostokatéw typu 11
Jedna z prostych zaznaczonych na drugim rysunku prze-
cina wszystkie prostokaty typu I oraz co najmniej polowe prostokatow typu II, co
tacznie daje co najmniej 3n — 1 prostokatéw. UdowodniliSmy zatem, ze k > 3n — 1.
Uwzgledniajac weze$niej wykazana nieréwnosé, otrzymamy k = 3n + 1.




B1. Dwaj gracze stawiaja na zmiane hetmany na szachownicy o wymiarach 9 x 9,
przy czym hetmana mozna postawi¢ wylacznie na wolnym polu, ktérego nie atakuje
zaden z hetmanow ustawionych wczesniej. Przegrywa gracz, ktory jako pierwszy nie
moze wykonaé¢ ruchu. Ktory z graczy — rozpoczynajacy gre, czy jego przeciwnik —
ma strategie gwarantujaca zwycigstwo?

Rozwigzanie. Gracz pierwszy (bialy) stawia pierw-
szego hetmana na Srodku szachownicy. Nastep-

nie na kazdy kolejny ruch drugiego gracza (czar- .
nego) odpowiada srodkowosymetrycznie wzgledem > .
$rodka S szachownicy. Indukcyjnie dowodzimy, N P
ze po kazdym jego ruchu zbiér dostepnych pdl @
(na rysunku zacienione) jest srodkowosymetryczny  [p 2N
wzgledem punktu S. Jedli pola P i P’ sg dostep- @ <
nymi polami symetrycznymi wzgledem S, to het-
man ustawiony na polu P nie atakuje pola P’ — @
w przeciwnym razie musialby atakowaé¢ hetmana
ustawionego na srodku szachownicy. W takim ra-
zie gdy gracz drugi ustawi hetmana na polu P, wtedy gracz pierwszy bedzie mogt
odpowiedzieé, ustawiajac kolejnego na polu P’. Gracz pierwszy ma zatem odpo-
wiedZ na kazdy ruch gracza drugiego, wiec nie przegra. Gra kiedys musi sie skonczy¢
— szachownica pomiesci co najwyzej 9 hetmandéw — wige gracz pierwszy wygra.

B2. Rozstrzygnaé, czy mozna tak umiesci¢ 6 punktéw w przestrzeni, aby spelniony
byt nastepujacy warunek: kazde trzy z tych sze$ciu punktéw wyznaczaja plaszczy-
zne, ktéra jest prostopadta lub réwnolegta do plaszczyzny wyznaczonej przez trzy
pozostale punkty i r6zna od niej.

Rozwigzanie. Na osi OX trojwymiarowego ukladu 2
wspOlrzednych umie$émy takie punkty A i A’, zeby

punkt O byl $rodkiem odcinka AA’. Analogicznie C
umieszczamy B i B’ na osi OY oraz C' i C' na osi

0OZ. Wykazemy, ze te 6 punktow spelnia zagdany wa- A

runek.

B/

Rozwazmy najpierw plaszczyzne wyznaczona przez B
takie trzy z tych sze$ciu punktéw, ze kazdy z nich ,

. R , C
lezy na innej osi uktadu wspoélrzednych. Bez utraty
ogblnosci niech beda to A, B i C. Woéwczas plasz-
czyzny ABC i A’B’'C’ sg réwnolegle, gdyz sa $rod-
kowosymetryczne wzgledem punktu O. W kazdym innym przypadku mozemy bez
utraty ogélnosci zatozyé, ze jedna z wybranych ptaszczyzn przechodzi przez punkty
C i C’ oraz jeden z czterech pozostalych punktéw. Jest to zatem plaszczyzna OXY
lub OXZ, a trzy pozostale punkty leza na plaszczyznie OY Z, ktora jest do nich
prostopadia.




B3. Poda¢ przyklad (z uzasadnieniem) funkeji f : R — R o nastepujacej wlasnosci:
Dla kazdego niepustego przedziatu (a,b) istnieje takie ¢ € (a,b), ze f(c) > f(a)
i f(c) > f(b).

Rozwigzanie. Przykladem funkcji spetniajacej ten warunek jest

0 dla z niewymiernych,
flz) = . - . n
m  dla wymiernych x w postaci nieskracalnej ;- przy m > 0.

Dla uzasadnienia rozwazymy dowolny niepusty przedzial otwarty (a,b). Wybierzmy
liczbe pierwsza p, spelniajacg nieréwnosci:

p>fla),  p> f(b).

Pierwszy warunek gwarantuje, ze 2 € (a,b) oraz € (a,b) dla pewnego catkowi-
tego n. Co najmniej jeden z tych ulamkéw jest nieskracalny, niech bedzie on réwny
x. Wobec tego z € (a,b) i f(z) = p, przy czym p > f(a) i p > f(b), co koniczy
uzasadnienie.

n+1
P

B4. Ustalmy liczbe pierwsza p oraz liczby catkowite dodatnie a,n < p. Niech A
bedzie zbiorem reszt z dzielenia przez p liczb a, 2a, 3a, .. .,na. Dowiedé, ze ze zbioru
A mozna wybraé |y/n] elementéw, ktére uporzadkowane rosnaco sa kolejnymi wy-
razami pewnego ciagu arytmetycznego.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze reszty z dzielenia przez p liczb a, 2a, ..., na sa
rozne — jesli ka i la daja taka sama, to p | (k — l)a, co ma miejsce tylko dla k = [,
bol<a<pilk—Il<n<p.

Rozwazmy zbiér reszt z dzielenia przez p liczb 0, a,2a, ..., [v/n]a. Jest to |/n] +1
réznych liczb nalezacych do zbioru {0,1,2,...,p—1}, wiec pewne dwie z nich r6znia
sie o mniej niz p/|+/n|. Niech beda to reszty z dzielenia przez p liczb kia i kaa, a
réznice miedzy tymi resztami oznaczmy przez r. Ponadto niech d = |k1 — kof.

Z powyzszego wynika, ze dla pewnego d € {1,2,...,|v/n]} liczba da daje reszte r

lub p — r z dzielenia przez p, przy czym r < p/|[/n]. Niech D bedzie zbiorem reszt
z dzielenia przez p liczb

da, (2d)a, (3d)a, ..., (|v/n]d)a.

Wykazemy, ze uporzadkowane rosnaco elementy zbioru D tworza poszukiwany ciag
arytmetyczny. W tym celu najpierw zauwazmy, ze |/n]d < |/n]? < n, wiec D C A.

Jedli liczba da daje reszte r z dzielenia przez p, to D = {r,2r,..., |v/n]r}, gdyz
[v/n]r < p. Jezeli natomiast liczba da daje z dzielenia przez p reszte p — r, to
D={p—r,p—2r,...,p— |\/n|r}, z tego samego powodu.



B5. Dany jest réwnolegtobok ABC'D o kacie ostrym przy wierzchotku A. Na tréjka-
cie ABC opisano okrag w. Punkty E i F' leza odpowiednio na odcinkach AD i CD.
Proste BE i BF przecinaja okrag w odpowiednio w punktach K i L, réznych od
B. Okrag opisany na tréjkacie DEK przecina okrag w w punktach K i P, a okrag
opisany na tréjkacie DF L przecina okrag w w punktach L i Q. Dowiesé, ze punkt
B lezy na symetralnej odcinka PQ.

Rozwigzanie. Zachodza réwnosci katéw
|<EDP| = 180° — |<EKP| = |<BCP|,
poniewaz czworokaty BCPK i EDPK sa
wpisane w okregi. Ta réwnos$¢ w potacze-
niu z réwnolegtoscia prostych BC i AD
daje wspéliniowosé punktéw C, D i P.
Moze tez by¢ tak, ze odcinki DP i EK
przecinaja sie — wtedy postepujemy ana-
logicznie jak w przypadku odcinkéow D@
i F'L, ktéry teraz rozwazymy.

Zachodza réwnoséci katéw wpisanych:
|<xBAQ|=|<BLQ|=|<FLQ|=|<FDQ|.
To w polaczeniu z réwnolegloécia pro-
stych AB i CD daje wspotliniowo$¢ punk-
téw A, D i Q. Mozliwe jest réwniez, by F'DQL byl czworokatem wypuklym — wtedy
postepujemy analogicznie jak w przypadku czworokata EDPK , ktory rozwazyliSmy
poprzednio.

Wobec powyzszych wspdtliniowosci, czworokaty ABCP 1 ABCQ sa trapezami wpi-
sanymi w okrag, wiec zachodza réwnosci |AP| = |BC| i |AB| = |CQ|. Tréjkaty
PAB i BCQ sa wiec przystajace (bkb), zatem |BP| = |BQ)|, czyli punkt P lezy na
symetralnej odcinka PQ.

C1. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja rownoéé z + y + z = 0. Wykazad, ze

x-2"4+y-2Y42-2° 2 0.
Rozwigzanie. Funkcja f(z) = 2% jest rosnaca, przy czym f(0) = 1. Z tego wynika,
7ze 2" —1<0dlaz<0i2%—1>0dlaxz > 0. Innymi stowy, liczby x i 2% — 1 sa

jednakowego znaku lub obie réwne zero. Wobec tego (2% — 1) > 0, czyli z - 2% > x.
Analogicznie y-2Y > y i 2-2* > z. Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymamy

x-2"4y-22Y4+2-2222x4+y+2=0,

co konczy dowodd.



C2. Dany jest tréjkat ABC. Wyznaczy¢ taki punkt P wewnatrz niego, by iloczyn
odleglosci punktu P od prostych AB, BC' i C' A byl mozliwie najwigkszy.

Rozwigzanie. Przyjmijmy oznacznia C
widniejace na rysunku obok. Roz-

wazmy najpierw te punkty P, dla

ktérych z przyjmuje pewna usta-

lona warto$¢é. Leza one na pewnej

prostej EF || AB. Wtedy

ryz = fsinB-esina-z=ef - k,

przy czym k jest pewna stala. Po- : Y x

niewaz suma e + f = |EF| jest E /o P B\ F
stata, iloczyny ef i xyz przyjmuja /< e f >\
najwieksza warto$é¢, gdy e = f. To z

oznacza, ze punkt P, dla ktorego a \ B

iloczyn xyz jest najwiekszy, lezy na
$rodkowej boku AB tréjkata ABC.

Analogicznie dowodzimy, ze poszukiwany punkt P lezy na pozostalych srodkowych
tréjkata ABC), jest to zatem jego srodek ciezko$ci.

C3. W spotkaniu uczestniczy 2n oséb, liczba n > 1 jest naturalna. Ustalono, ze kazde
dwie nieznajace si¢ osoby maja rézna liczbe znajomych. Kazdy chce siedzie¢ przy
stole wylacznie ze swoimi znajomymi (niekoniecznie wszystkimi) albo sam. Dowiesé,
ze wystarczy do tego n stolow.

Rozwigzanie. Osoby nieznajace sie majg rézne liczby znajomych, wiec osoby o réwnej
liczbie znajomych sg znajomymi. Wobec tego dla ¢« = 1,2,...,n przy i-tym stoliku
mozna usadzi¢ wszystkich tych, ktérzy maja ¢ — 1 znajomych.

Wybierzmy jedna z pozostalych oséb, o ile takie istnieja. Ma ona co najmniej n
znajomych, czyli co najwyzej n — 1 nieznajomych. Poniewaz stolikéw jest n, taka
osoba zna wszystkich przy pewnym stoliku, wiec moze przy nim usiasé. W taki sam
sposéb postepujemy kolejno ze wszystkimi pozostalymi osobami, w efekcie czego na
koniec wszyscy beda siedzieé zgodnie z zyczeniem.



C4. Niech P(z) = 2" +a,_12" "' +... 4+ a2 + ap bedzie wielomianem o wspétczyn-
nikach rzeczywistych. Wiadomo, ze wielomian P(z)? ma wszystkie wspolczynniki
calkowite. Dowiesé, ze wielomian P(z) réwniez ma wszystkie wspdlezynniki catko-
wite.

Rozwigzanie. Niech P(x)? = Ziio cpz®. Wtedy

k—1
Con—k = 20n_k + Z An—iOn—k+i dlak=12...,n.
i=1
Korzystajac z tego wzoru, dowodzimy indukcyjnie, ze dla k = 1,2, ..., n liczba a,—

jest w postaci ilorazu liczby catkowitej przez potege dwdjki. Wobec tego dla pewnego
catkowitego nieujemnego m mozna zapisaé

P(z) =z" +

2m

przy czym wielomian Q(z) albo jest zerowy (wtedy teza zachodzi), albo ma wspdl-
czynniki calkowite, z ktérych co najmniej jeden jest nieparzysty. Rozwazmy ten drugi
przypadek. Przyjmijmy oznaczenia

Q(l‘) = bnfll'n_l + ...+ bz + by, Q((E)2 = d2n72$2n_2 + ...+ dix + dy,

niech takze b, = 0 dla ¢ ¢ {0,1,...,n — 1}. Wybierzmy takie j, dla ktérego b; jest

nieparzyste. Wtedy
j—1

doj = b3 +2)  bib; i

i=0
tez jest liczba nieparzysta. Z réwnosci

27”+1Q((L‘)$" + Q(Q?)Q

P(a)® = a*" + o

wynika, ze
o 2m+1b2j—n + dgj
C2j = 22m ’

co prowadzi do wniosku, ze m = 0, gdyz cy; jest liczbg calkowity. Z tego wynika, zZe
P(z) = 2™ + Q(z), wiec wielomian P(z) ma wszystkie wspdlczynniki catkowite.
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C5. Liczby catkowite dodatnie a, b, u i v spetniajg réwnoéé au + bv = ab+ 1. Niech
A oznacza zbior wszystkich liczb postaci ax + by dla catkowitych x i y, spelniajacych
warunki 0 <z < u 1 0 <y < v. Przez B oznaczmy zbidr liczb postaci ax + by — ab,
w ktérej x i y sa liczbami calkowitymi spelniajacymi nieréwnosci v < z < b oraz
v <y < a. Ze wszystkich elementéw zbioréw A i B utworzono ciag rosnacy. Dowiesé,
ze elementy zbioréw A i B wystepuja w tym ciggu na zmiane.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze A, B C {0,1,2,...,ab — 1}. Na mocy réwno-
$ci au 4+ bv = ab + 1 liczby a i b sa wzglednie pierwsze. Wobec tego dla kazdego
catkowitego n kongruencja

n = axy + by, (mod ab)

wyznacza x, € {0,1,...,b—1} iy, € {0,1,...,a — 1} w sposéb jednoznaczny.
Dla kazdego n € {0,1,2,...,ab — 1} zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci:

n = axr, + by, albo n+ ab = ax, + by,.

Niech D oznacza zbidr wszystkich liczb n € {0,1,2,...,ab—1}, spelniajacych pierw-
szg réwnosé. Z tresci zadania mamy

Tp —Tp1=u (modbd) i yn—yn—1=v (mod a).
7 tych dwéch kongruencji wynika, ze dla zachodza zwiazki

. _ ) Tn—u, dla z,, > u y _ ) Yn—, dla y, > v
n-l T, —u+b, dlaz, <u, n-l Yo —v+0b, dlay, <wv.

Te z kolei pozwalaja dla n € {0,1,2,...,ab— 1} wywnioskowaé réwnowaznosci
neA << neDin-1¢D oraz neB < n¢gDin—-1€D.

Pokolorujmy na zélto te sposrod liczb 0,1,2,...,ab — 1, ktére naleza do zbioru D,
a pozostate — na niebiesko. Niech dodatkowo —1 i ab beda czarne. Dla liczb cal-
kowitych 0 < k < I < ab — 1 nazwiemy serig takie kolejne liczby k,k + 1,...,1,
ktoére sa jednakowego koloru, innego niz kolory liczb k — 1 i [ + 1. Z wykazanych
réwnowaznosci wynika, ze elementy zbioru A rozpoczynaja zolte serie, a elementy
zbioru B — niebieskie. Serie z6lte i niebieskie wystepuja oczywiscie na zmiane, co
konczy rozwiazanie zadania.
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