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Organizacja konkursu

Dwunasta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2020/2021. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje Ligi wspiera Oddziatl Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Biezaca edycja zostala dofinansowana ze $rodkéw Ministerstwa Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego w ramach projektu Matematyka ma MOC.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktu-
alnych informacji jest strona internetowa wlm.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM
na Facebooku. Uczniowie uczestniczyli w konkursie w trzech nastepujacych katego-
riach:

e Junior (5 uczestnikéw) — uczniowie klas 7 i 8 szk6l podstawowych;
e Senior (13 uczestnikéw) — uczniowie klas 1 i 2 szkdt érednich po SP;

e Weteran (6 uczestnikéw) — uczniowie klas 2 i 3 szkdt srednich po gimnazjum.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konica marca. Kazdy z zestawdw
liczyl po 8 zadan z réznych dzialéw matematyki, przy czym Juniorzy rozwiazywali
zadania 1-4, Seniorzy 3-6, a Weterani 5-8. Rozwiazania oceniane byty przez Komisje
WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto otrzymaé¢ od 0 do 10 punktow.
W kilka dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwigzan kazdego z zestawoéw na
stronie internetowej WLM ukazywal si¢ aktualny ranking uczestnikow.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega;
wiceprzewodniczacy: mgr Przemyslaw Pela.

e Zespot oceniajacy prace uczestnikdw:
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega, Kacper Bem, dr Jedrzej Garnek,
Patryk Matusiak, dr Piotr Mizerka, mgr Przemystaw Pela,
mgr Sylwester Swat, mgr Joanna Strézyk, mgr Tomasz Sliwinski

e Zespdl przygotowujacy zestawy zadan:
dr Barttomiej Bzdega, mgr Mieczystaw Krawiarz, Antoni Solarski,
Klaudia Tarabasz, mgr Wojciech Wawrow.



Wyniki konkursu — Juniorzy

Nagroda II stopnia

Natalia Siwek (52)
Uczennica 8 klasy 93 Szkoly Podstawowej w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Georgy Stepanov  (30)
Uczen 8 klasy International School of Poznan.

Piotr Kreczynski (23)
Uczen 7 klasy Szkoly Podstawowej Siostr Urszulanek w Poznaniu.

Igor Kuzemko (20)
Uczen 7 klasy Szkoty Podstawowej w Wirach.

Wyrédznienie
Jakub Sosulski (15)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej Siéstr Urszulanek w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Seniorzy

Nagrody I stopnia

Aleksandra Strzelecka (110)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogdélnoksztalcacego w Jarocinie.

Karol Musielinski (108)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagroda II stopnia

Kajetan Sarnecki (94)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Igor Szymczak (79)
Uczen 2 klasy XXXVIII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Klara Hofman (77)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Franciszek Sowisz (76)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdblnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienia
Tymon Tomczak (63)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Paulina Czajkowska (54)
Uczenica 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Weterani

Nagrody I stopnia

Cezary Botta (118)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Oliwier Urbanski (109)
Uczen 3 klasy VII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagroda II stopnia

Antoni Rajtar (93)

Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.
Nagrody III stopnia

Maksym Ratajczyk (71)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Pawel Felcyn (67)
Uczen 3 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego Towarzystwa Salezjanskiego w Pile.
Wyrdznienia

Grzegorz Swiader (28)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.



Zadania i szkice rozwigzan

Uwaga. Zamieszczone tu szkice sg bardzo skr6towe, nalezy je zatem trak-
towaé jedynie jako wskazéwki, dzieki ktérym mozna odtworzyé petne roz-
wiazania.

Zadanie A1l (autorzy: Joanna Politarczyk i Bartlomiej Bzdega,).

W kazdym wierzchotku kwadratu napisano pewna liczbe catkowita dodatnia. Na
$rodku kazdego boku tego kwadratu zapisano iloczyn liczb napisanych w jego kon-
cach. Suma liczb napisanych na $rodkach bokéw kwadratu wynosi 2021. Obliczy¢
sume liczb napisanych w wierzchotkach kwadratu.

Szkic rozwigzania. Niech a, b, ¢, d beda liczbami napisanymi w kolejnych wierzchot-
kach kwadratu. Zachodzi wtedy rownosé

2021 = ab+bc+ cd + da = (a+ ¢)(b + d).

Poniewaz 2021 = 43 - 47 jest rozkladem na czynniki pierwsze oraz a +c¢ > 1 i
b+d > 1, wiec jedna z liczb a+c¢, b+d jest rowna 43, a druga 47. W obu przypadkach
a+b+c+d=90.

Zadanie A2 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
W tréjkacie ABC katy przy wierzchotkach A i B maja miare odpowiednio 30° i
105°. Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Wyznaczy¢ miare kata BMC.

Szkic rozwigzania. Niech BD bedzie wysokoscia tréjkata ABC opuszczona na bok
CA. Trojkat BC'D ma katy o mierze 45° przy wierzcholtkach B i C, a tréjkat ABD
ma katy o miarach 30° i 60° przy wierzchotkach odpowiednio A i B. Punkt M jest
$rodkiem przeciwprostokatnej AB tréjkata ABD, wigc |DM| = |BM]|, czyli tréjkat
BDM jest réwnoboczny. Z réwnosci |CD| = |DB| = |DM]| oraz |[ZCDM]| = 150°
wynika, ze |ZDMC| = 15°. Wobec tego |[ZCM B| = 60° — 15° = 45°.

Zadanie A3 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci: a > 2, b > 3 i ¢ > 4. Udowodnié, ze

ab+bc+ca>a+b+c+17.

Szkic rozwigzania. 7 zatozen wynikajg nieréwnosci:
a(b—1) >4, b(c—1)>9, cla—1)>4.

Po dodaniu ich stronami i uporzadkowaniu otrzymamy teze.



Zadanie A4 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Na szachownicy 8 x 8 ustawiono pewna liczbe wiez, wigksza niz 1. Nazwijmy wieze
spokojng, jesli atakuje co najwyzej dwie inne ustawione wieze. Wykazaé, ze przynaj-
mniej dwie ustawione wieze sa spokojne.

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy kolejno wiersze i kolumny szachownicy liczbami od
0 do 7. Na kazdym polu szachownicy napiszmy liczbe 8x + y, w ktérej x oznacza
numer kolumny, a y numer wiersza. Wéwczas wieza stojaca na polu z najmniejsza
liczba jest spokojna, bo ani nad nia, ani na lewo od niej nie ma zadnej innej wiezy.
Rowniez wieza stojaca na polu z najwieksza liczba jest spokojna, bo ani pod nia,
ani na prawo od niej nie ma zadnej innej wiezy.

Zadanie A5 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Dzielnik d liczby naturalnej n nazwijmy samotnym, jesli liczby d + 11 d — 1 nie sg
dzielnikami n, a ponadto d # 1 i1 d # n. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ztozone, ktoére
nie maja samotnych dzielnikéw.

Szkic rozwigzania. Niech n bedzie liczba ztozona bez samotnych dzielnikéw oraz niech
d > 1 bedzie najwiekszym dzielnikiem n réznym od n. Z tego wynika, ze d — 1 | n,
w szczegdlnosci n jest liczba parzysta, czyli d = %n Z podzielnoscid — 1 | n=2d i
d—1|2(d— 1) wnioskujemy, ze d — 1| 2, czyli d = 2 lub d = 3, a wigc n = 4 lub
n = 6. Bezposrednio sprawdzamy, ze liczby 4 i 6 sa zlozone i nie maja samotnych
dzielnikow.

Zadanie A6 (autor: Sylwester Swat).
Trojkat ABC ma kat prosty przy wierzchotku C'. Punkt M jest $rodkiem odcinka
AC, a punkt N — érodkiem odcinka BM. Punkty K i L sa S$rodkami cigzkosci
trojkatéw odpowiednio CMN i ABN. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie AMN. Punkty K, L, N, O leza na jednym okregu. Wyznaczy¢ wszystkie
mozliwe wartosci proporcji |AC| : |BC.
Szkic rozwigzania. Wybierzmy uktad wspétrzednych, w ktérym

C=(0,0, B=(0,1), A=(0)
dla pewnego x > 0. Interesuje nas wartos¢ z. Obliczamy kolejno:

M=(32,0), N=(zs3), K=@Gvg), L=(33)

Punkt O lezy na symetralnej odcinka AM, wiec O = (%x,y) dla pewnego y. Z
réwnosci [OM|? = |ON|? obliczamy y = 2% + &. Zauwazmy, ze [ZKNL| = 90°.
Z tego wynika, ze punkty K, L, N, O lezg na jednym okregu wtedy i tylko wtedy,
gdy KOLLO, co jest rbwnowazne stwierdzeniu K_O) ) L_O> = 0, ktore przeklada sie
na réwnanie dwukwadratowe

Lo dot (0 + ) (B - 1) =0.

. . . ‘e . L. . 2
Jego jedynym rozwiazaniem rzeczywistym dodatnim jest x = 5\/5.



Zadanie AT (autor: Bartlomiej Bzdega).

Niech n > 2 bedzie liczba naturalng. Na plaszczyzZnie lezy 2n czerwonych prostych,
kazde dwie z nich sie przecinaja w innym punkcie. Kazdy punkt przeciecia kolorujemy
na bialo lub czarno, ale z zachowaniem nastepujacych regut:

(1) na kazdej czerwonej prostej jest dokladnie n punktéw czarnych;

(2) kazdy tréjkat wyznaczony przez trzy czerwone proste ma nieparzysta liczbe
bialych wierzchotkéw.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ liczbe kolorowan spelniajacych te warunki.

Szkic rozwigzania. Wyrdznijmy jedna z czerwonych prostych i nazwijmy ja £. Pokolo-
rujmy w dowolny sposéb punkty przeciecia prostej £ z innymi czerwonymi prostymi,
z zachowaniem warunku (1). Sprébujemy pokolorowaé¢ pozostate punkty, tak by wa-
runki (1) i (2) byly spelnione. Niech K = {ky, ..., k,} bedzie zbiorem tych czerwo-
nych prostych, ktére przecinaja prosta £ w punktach czarnych, a L' = {ly,...,l,_1}
— w bialych. Niech L = L’ U {¢}. Bedziemy w skrécie pisaé proste typu K i L.

Na mocy warunku (2) zastosowanego do prostej £ i dowolnych dwéch innych pro-
stych wynika, ze proste tego samego typu muszg sie przecina¢ w bialych punktach,
a proste roznych typow — w czarnych. To jednoznacznie determinuje kolor kazdego
z punktéw przeciecia. To kolorowanie spelnia warunek (1), gdyz kazda prosta jest
przecieta przez n prostych innego typu oraz n—1 prostych tego samego. Warunek (2)
réwniez jest spelniony, gdyz kazdy tréjkat wyznaczaja trzy proste tego samego typu
(wtedy ma 3 biate wierzchotki) lub dwie proste tego samego typu i trzecia innego
(wtedy ma 1 bialy wierzcholek i 2 czarne).

Z powyzszego wynika, ze kazde pokolorowanie punktéw na prostej ¢ jednoznacznie
determinuje kolorowanie spelniajace warunki zadania, jest ich zatem (Q”n_l).

Zadanie A8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Wielomian P stopnia n > 1, o wspolczynnikach rzeczywistych, ma wszystkie pier-
wiastki rzeczywiste, niektére byé moze wielokrotne. Niech m oznacza liczbe réznych
pierwiastkow wielomianu P, a k — liczbe jego niezerowych wspélczynnikdéw. Dowiesé,
ze jesli P(0) # 0, to n < mk.

Szkic rozwigzania. Teza wynika z nastepujacego faktu, ktéry wykazemy indukcyjnie:
Jesli wielomian W # 0 ma t-krotny pierwiastek rzeczywisty ¢ # 0, to ma on wiecej
niz t niezerowych wspélczynnikéw.

Dla t = 0 jest to oczywiste. Przypusémy, ze powyzszy fakt jest prawdziwy dla pew-
nego t > 0 i rozwazmy wielomian W, ktéry ma pierwiastek xg krotnosci ¢ + 1.
Niech s bedzie krotnoscia pierwiastka 0 wielomianu W (moze byé s = 0) oraz
Q(z) = W(x)/x®. Pochodna wielomianu ) ma pierwiastek xo krotnosci t, wiec
liczba jej niezerowych wspoélczynnikow jest wieksza niz ¢ na mocy zalozenia induk-
cyjnego. Pozostaje zauwazyé, ze wielomian @) (a wiec takze wielomian W) ma o
jeden niezerowy wspolczynnik wiecej niz pochodna wielomianu Q.



Zadanie B1 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Dany jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 oraz punkt P, ktory lezy na zewnatrz
tego kwadratu. Udowodnié, ze |AP|+ |BP|+ |CP| > 2.

Szkic rozwigzania. Narysujmy kota K4, Kp i K¢ o promieniu 1 i Srodkach w punk-
tach odpowiednio A, B i C. Jesli punkt P znajduje sie w co najwyzej jednym z tych
kél, to teza zachodzi, bo wtedy co najmniej dwa z odcinkéw AP, BP, C'P maja dtu-
gosc wigkszg od 1. Jesli P € K4 N Kp, to |[PC| > 1 oraz |AP|+ |BP| > |AB| = 1.
Przypadek P € Kp N K¢ jest analogiczny. Przypadek P € K4 N K¢ nie zachodzi.

Zadanie B2 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Niech z bedzie liczbg dodatnia. Kazda z liczb: /x, 2z, v/ 3z zaokraglono w dét, do
najblizszej liczby caltkowitej. Pierwsze dwa zaokraglenia wynosza 44 i 63. Ile wynosi
trzecie?

Szkic rozwigzania. Zachodza nieréwnosci: 44 < /x < 45 1 63 < V2 < 64. Z nich
wynika, ze 1936 < = < 2025 i 1984,5 < = < 2048, a wigec 1984,5 < x < 2025.
Otrzymujemy stad 772 < 5953,5 < 3z < 6075 < 782, zatem |[/3x| = 77.

Zadanie B3 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Mamy pusta szachownice o wymiarach 8 X8 pél. Ruch polega na polozeniu po jednym
pionku na kazdym polu znajdujacym si¢ w wybranym wierszu lub kolumnie, przy
czym na jednym polu moze znajdowaé sie wiele pionkéw. Wyznaczy¢é najmniejsza
mozliwg liczbe ruchéw potrzebnych do tego, by na kazdym polu szachownicy znalazta
sie inna (by¢ moze zerowa) liczba pionkdow.

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy wiersze i kolumny szachownicy liczbami 0-7. Dla
k=1,...,7 kladziemy po jednym pionku na k-tym wierszu k razy oraz kladziemy
po jednym pionku na k-tej kolumnie 8k razy. Liczba wykonanych ruchéw to

1424 +7+8(1+2+...+7) =252,

a liczbami pionkéw na polach szachownicy sa rézne liczby od 0 do 63.
Mniejsza liczba ruchéw nie jest mozliwa, bo najmniejsza liczba potozonych pionkéw
to 0-+1+2+...+63, a wtedy liczba ruchéw jest réwna £(0+1+2+...+63) = 252.

Zadanie B4 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnia. Pewna liczbe naturalna zmniejszono o n
procent i otrzymano w wyniku n. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci n.

Szkic rozwigzania. Szukamy liczb n € {1,2,...,99}, dla ktérych liczba
n 100n 10000

1—2) 100—n 100—n
( 100)

— 100

jest naturalna. Jest to réwnowazne podzielnosci 100 — n | 10000. Dzielnikami 10000
mniejszymi od 100 sa: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80. Z tego wynika, ze
wszystkie mozliwe wartosci n to 20, 50, 60, 75, 80, 84, 90, 92, 95, 96, 98, 99.



Zadanie B5 (autor: Patryk Matusiak).

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| > |BC| oraz |<ACB| = 2|<BAC|. Dwu-
sieczna kata AC' B przecina odcinek AB w punkcie D. Punkt E jest spodkiem wyso-
kosci trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C. Punkt F' lezy na odcinku BC i
spelnia warunek EF' || AC. Dowiesé, ze okrag opisany na trojkacie DEF przechodzi
przez srodek odcinka AC.

Szkic rozwigzania. Niech M bedzie srodkiem odcinka AC. Wtedy |ZCM D| = 90°,
gdyz |LCAD| = |LACD)|. Zauwazmy, ze |ZABC| < 90°, bo w przeciwnym razie
tréjkat DEF by nie istnial. Ponadto |[ZABC| + |[£BAC| > 2|£4BAC| = |£ZACB|,
wiec 90° > |LABC| = |£CDB|, w szczegdlnosci punkt E lezy na odcinku DB. Z
réwnosci |[ZDEF| 4 |£DCF| = 180° wynika, ze punkt C lezy na okregu opisanym
na trojkacie DEF. Ponadto |ZCED| = 90°, wigc C'D jest $rednica tego okregu.
Teza wynika teraz z tego, ze |[ZCMD| = 90°.

Zadanie B6 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Udowodnié, ze jedli a, b, ¢ sa trzema réznymi liczbami dodatnimi, to

a b c
Bl T Tmal T o > 2

Szkic rozwigzania. Zalézmy, ze a < b,c — w innych przypadkach dowdd jest analo-
giczny. Niech b=a + z i ¢ = a + y. Wtedy lewa strona nieréwnosci jest réwna

a atx aty z ¥
\z—y|+ v T o >y+w>2~
Zadanie B7 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Niech S(m) oznacza sume cyfr zapisu dziesietnego liczby naturalnej m. Wyznaczyé
najmniejsza liczbe naturalna n o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego catkowitego
dodatniego a, niebedacego potega 10, zachodzi nieréwnosé S(a™) < S(a)™.

Szkic rozwigzania. Wykazemy, ze n = 5. Zauwazmy, ze S(11%) = S(14641) = S(11)*,
pozostaje zatem wykazaé, ze S(a®) < S(a)® dla a niebedacych potega 10. Zapiszmy

a= g 10a; oraz b; = g iy Qo Qg Ay Qg
>0 i1+ig+iz+igat+is=j

przy czym ag, as,... € {0,1,...,9}. Zachodza wtedy nastepujace zwiazki:

S(a®) =S Zmﬂ’bj <ZS(1Ojbj)=ZS(bj)<ij:S(a)5,

>0 >0 >0 7>0

przy czym ostatnia nieréwnosé jest réwnoécig wtedy i tylko wtedy, gdy b; < 10 dla
wszystkich j > 0.

Jesli a = 10%ay, to ap, > 21 by = ai > 10. W przeciwnym razie mozna wskazaé
takie rézne liczby k,m > 0, ze ak, a.,, > 0, a wtedy bogy3m = (g)a%afn > 10. W obu
przypadkach wnioskujemy, ze S(a’®) < S(a)®.
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Zadanie B8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Rozstrzygnaé, czy istnieje rodzina prostych na plaszczyznie o nastepujacej wlasnosci:
Przez kazdy punkt plaszczyzny przechodzi jedna, dwie lub trzy proste z tej rodziny
oraz zadne dwie proste z tej rodziny nie sa réwnolegte.

Szkic rozwigzania. Przykladem takiej rodziny sa proste o réwnaniach
boiy=tx+t> dla teR.

Zadne z nich nie sg réwnolegle, bo maja inne wspélczynniki kierunkowe.

Dla kazdego punktu (zo,yo) proste ¢, ktére przez ten punkt przechodza, spelniaja
réwnanie 2 + zot — yo = 0. Jest to réwnanie szedcienne (z niewiadoma t) o wspél-
czynnikach rzeczywistych, wiec ma ono co najmniej jedno, ale co najwyzej trzy roz-
wiazania rzeczywiste. Z tego wynika, ze przez kazdy punkt plaszczyzny przechodzi
jedna, dwie lub trzy proste #.

Zadanie C1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Prostopadloéciany o wymiarach 2 x 1 x 1 majg dwa rodzaje Scian — mniejsza kwa-
dratowa i wieksza prostokatna. Czy z takich prostopadloécianéw mozna zbudowad
szedcian w taki sposéb, zeby zadne dwa z nich nie sasiadowaly ze sobg cata wicksza
$ciang? Uzasadni¢ odpowiedz.

Szkic rozwigzania. To jest mozliwe. Prostopadloécian 1 x 1 x 2 nazywaé bedziemy w
skrocie klockiem. Najpierw zbudujemy ,komin” — czyli wydrazony prostopadtoscian
o podstawie kwadratu 3 x 3 i wysokosci 6 z klockéw zorientowanych poziomo. Do
$rodka wlozymy trzy klocki zorientowane pionowo — w ten sposéb otrzymamy pro-
stopadlodcian 3 x 3 x 6. Z czterech takich prostopadloécianéw mozna zlozy¢ szescian
o krawedzi 6, ktory spelnia zadane warunki.

Zadanie C2 (autorzy: Malgorzata Bednarska-Bzdega i Bartlomiej Bzdega).
Liczba naturalna n ma wszystkie cyfry rézne i nie wystepuje wéréd nich 0, ani 1.
Ponadto liczba n jest podzielna przez kazda ze swoich cyfr. Czy ta liczba moze by¢:

(a) szedciocyfrowa?

(b) siedmiocyfrowa?
Uzasadnié¢ odpowiedz.
Szkic rozwigzania.

(a) To jest mozliwe, przykladem takiej liczby jest 897624 (podzielnosé przez kazda
z cyfr sprawdzamy rachunkiem lub wykorzystujac cechy podzielnosci).

(b) Zauwazmy najpierw, ze wéréd cyfr tej liczby nie moze wystapi¢ 5, bo wtedy
ostatnia jej cyfra musiatoby by¢ 0, poniewaz dzielilaby sie przez 5 i jakas cyfre
parzysta. Z tego wynika, ze cyframi tej liczby sa 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9. Ale liczba o
takich cyfrach nie dzieli si¢ przez 9. To dowodzi, ze taka liczba siedmiocyfrowa
nie istnieje.
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Zadanie C3 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

W pewnym tréjkacie dlugosé jednego z bokéw jest rowna Sredniej arytmetycznej
dhugosci pozostatych bokéw. Analogicznie jest dla wysokosci — dlugosé jednej z nich
jest Srednig arytmetyczna dlugoéci dwdch pozostalych. Udowodnié, ze ten trojkat
jest réwnoboczny.

Szkic rozwigzania. Dhugosci bokéw trojkata mozemy zapisaé jako a — x, a, a +x dla
pewnych a, z > 0. Analogicznie — wysokoéci jako h—y, h, h+y dla pewnych h,y > 0.
Chcemy wykaza¢, ze x = 0. Liczac pole tréjkata na trzy sposoby, otrzymujemy
rownosci

Ya—2)(h+y) = Sah = La+a)(h—yp),

a po przeksztalceniach ay — hx = xy = hx — ay. Z réwnosci liczb przeciwnych
ay — hx = hx — ay wynika, ze obie te liczby sa réwne 0. W takim razie zy = 0,
czyliz = 0 lub y = 0. Jesli z = 0, to koniec dowodu. Jesdli y = 0, to z réwnosci
ay — hx = xy otrzymujemy znéw x = 0.

Zadanie C4 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Na tablicy napisano kolejno 2021 liczb. Kazda z nich, z wyjatkiem pierwszej i ostat-
niej, jest wieksza od $redniej arytmetycznej liczby poprzedniej i nastepnej. Udowod-
nié, ze na tablicy znajduje si¢ liczba, ktéra jest rézna od wszystkich pozostatych.

Szkic rozwigzania. Niech aq, a9, ..., as021 beda napisanymi liczbami. Mamy

ak—1 + Q1

5 dla 1<k <2021,

3
rownowaznie ar — ax—1 > ap+1 — ak. 1o oznacza, ze roznice pomiedzy kolejnymi
liczbami tworza ciag malejacy, a wigc zadna liczba nie moze pojawi¢ si¢ na tablicy
wiecej niz dwukrotnie. To konczy dowodd, bo napisano nieparzysta ilos¢ liczb.

Zadanie C5 (autorka: Malgorzata Bednarska-Bzdega).

W kazdym polu prostokatnej tabeli znajduje sie liczba rzeczywista. W kazdej ko-
lumnie pokolorowano na niebiesko te pola, ktére zawieraja najmniejsza liczbe w tej
kolumnie. W kazdym wierszu pokolorowano na czerwono te pola, ktére zawieraja
najwieksza liczbe w tym wierszu. Niektére pola byty pokolorowane i na niebiesko, i
na czerwono. Wykazaé, ze liczby we wszystkich takich polach sa réwne.

Szkic rozwigzania. Niech L(x,y) oznacza liczbe napisana na przecieciu pola o wspol-
rzednych (x,y) (czyli w kolumnie numer z i wierszu numer y). Przypuéémy, ze w pola
o wspOlrzednych (x1,y1) oraz (z2,y2) pokolorowano i na niebiesko, i na czerwono.
Stad wynikaja nieréwnosci

L(z1,31) = L(x2,y1) = L(22,y2) > L(21,y2) = L(x1,91).

Kazda z nich musi by¢ réwnoscia.
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Zadanie C6 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Cztery rézne liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, n spelniaja réwnoéé a2 +b+c? = 3n2.
Dowiesé, ze

max {|a — b, b —c|,|c — al} > V/n.

Szkic rozwigzania. Bez straty ogoélnosci niech b = a +z i ¢ = a + y, przy czym
0 < < y. Przypuéémy, ze whrew tezie y < /n. Wtedy 3n? < 3(a + /n)?, a wiec
a>n—n>=(y/n—1)>% wszzeglnodci a > 1. Wreszcie y < v/n < Va+1 < V/3a.
Z réwnodci
n? =a®+ Za(z +y) + (2 +¢7)
oraz ostatniej nieréwnosci otrzymamy nastepujace oszacowania:
2 2
(a+ 2" <n®<a®+Za(x+y) + 52° + 397 + 2ay + 2a < (a+ )7,
Mamy wiec mamy sprzecznos¢  +y < 3(n—a) <z +y+ 1.

Zadanie C7 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Na wykresie paraboli o réwnaniu y = 22 wybrano punkty A4, B, C, o obu wspél-
rzednych catkowitych. Rozstrzygnaé, czy pole tréjkata ABC moze by¢ réwne 2021.

Szkic rozwigzania. Niech A = (a,a?), B = (b,b%) i C = (¢, c?), przy czym bez straty
ogoblnosci niech b = a+2 i ¢ = a+x +y dla pewnych calkowitych z,y > 0. Ze wzoru
na pole tréjkata w ukladzie wspélrzednych otrzymamy

2[ABC] = |ab® + bc? + ca® — a®b — b*c — *a| = |(a — b)(b—¢)(c — a)| = 2y(z +y).

Pozostaje zauwazy¢, ze liczby 2 - 43 - 47 nie da sie przedstawi¢ w postaci zy(z + y)
przy catkowitych x,y > 0.

Zadanie C8 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Dane sg czworosciany foremne A;B1C1S, A3;B2CyS i A3B3C3S. Odcinki AsAg,
B3 By i C1C5, leza na jednej plaszczyznie II i przecinajg sie w punkcie S. Punkty
Ay, By i C5 leza po tej samej stronie plaszczyzny I1. Udowodnié, ze érodki okregow
opisanych na tréjkatach A; As Az, B1ByBs i C1C2C3 lezg na jednej prostej.

Szkic rozwigzania. Niech o4 = 0(O4,74), o = 0(Op,rp) i oo = 0o(O¢,rc) beda
tymi okregami, ponadto niech A oznacza plaszczyzne A; As As, analogicznie B i C.
Przez S; oznaczmy punkt symetryczny do S wzgledem srodka ciezkosSci czworoscianu
AlBlCZS dla 7 = 1, 2, 3.

Mamy S1A; 1LSA; oraz As Az || B1C1LS1A1, wige S;A; LA. Analogicznie S; A; LA,
S;B; LB, S;C; LC dlai=1,2,3.

Niech s; = s(S;,7;) bedzie sfera, r; = |S;A;| = |9;B;| = |S:C;| dla i = 1,2,3. Sfera
s; jest styczna do plaszczyzny A w punkcie A;; w szczegdlnoscei prosta O A; jest
styczna w punkcie A; do sfery s; dla ¢ = 1,2,3. Z tego wynika, ze potega punktu
O 4 wzgledem kazdej z tych sfer jest rowna r%. Analogicznie jest dla punktéw Op i
Oc, zatem te trzy punkty leza na jednej prostej — osi potegowej sfer s1, so, 3.
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