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Organizacja konkursu

Trzynasta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla si¢ w roku szkolnym
2021/2022. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje Ligi wspiera Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Biezaca edycja zostala dofinansowana ze $rodkéw Ministerstwa Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego w ramach projektu Matematyka ma MOC.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szk6l oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktu-
alnych informacji jest strona internetowa wlm.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM
na Facebooku. Uczniowie uczestniczyli w konkursie w trzech nastepujacych katego-
riach:

e Junior (28 uczestnikéw) — uczniowie klas 7 i 8 szk6l podstawowych;
e Senior (12 uczestnikéw) — uczniowie klas 1 i 2 szkét érednich;

e Weteran (7 uczestnikéw) — uczniowie klas 3 i 4 szkdt srednich.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca. Kazdy z zestawéw
liczyt po 8 zadan z réznych dzialéw matematyki, przy czym Juniorzy rozwiazywali
zadania 1-4, Seniorzy 3-6, a Weterani 5-8. Rozwiazania oceniane byly przez Komisje
WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto otrzymacé od 0 do 10 punktow.
W kilka dni po zakoficzeniu terminu nadsylania rozwigzan kazdego z zestawoéw na
stronie internetowej WLM ukazywal sie aktualny ranking uczestnikow.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega;
wiceprzewodniczacy: mgr Przemystaw Pela.

e Zespot oceniajacy prace uczestnikdw:
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega, Kacper Bem, dr Jedrzej Garnek,
Patryk Matusiak, dr Piotr Mizerka, mgr Przemystaw Pela,
mgr inz Sylwester Swat

e Zespdl przygotowujacy zestawy zadan:
Cezary Botta, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Mieczystaw Krawiarz,
Antoni Solarski, Klaudia Tarabasz, mgr Wojciech Wawréw, Patryk Zubilewicz.



Wyniki konkursu — Juniorzy

Nagrody I stopnia
Adam Pawlak (97)
Uczen 8 klasy Szkoty Podstawowej nr 1 w Biedrusku.

Michal Wojkiewicz (96)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 3 w Srodzie WLKP.

Zuzanna Kozimor (90)
Uczennica 8 klasy Szkoty Podstawowej im. Powstancéw Wielkopolskich w Wyrzysku.

Nagroda II stopnia

Piotr Przysuszynski (83)
Uczen 8 klasy Szkoty Podstawowej Zakonu Pijaréw w Poznaniu.

Nagrody III stopnia
Wojciech Skarbek (76)

Uczen 8 klasy Szkoty Podstawowej nr 3 w Zlotowie.

Marta Zachaczewska (73)
Uczennica 7 klasy Szkoly Podstawowej STO w Pile.

Wyrdznienia
Aleksandra Pinkowska (58)
Uczennica 8 klasy Szkoty Podstawowej STO w Pile.

Jakub Pawlaczyk (57)

Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej Siéstr Nazaretanek w Kaliszu.

Bartosz Aleksanderek (54)

Uczen 8 klasy Szkoty Podstawowej nr 12 w Lesznie.

Igor Kuzemko (53)
Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej im. Powstanicéw Wielkopolskich w Wirach.

Adam Sieniawski (49)
Uczeti 7 klasy Katolickiej Publicznej Szkoly Podstawowej w Sremie.

Zofia Dudziec (47)

Uczennica 8 klasy Szkoly Podstawowej im. Jana Brzechwy w Rokietnicy.



Wyniki konkursu — Seniorzy

Nagrody I stopnia

Karol Musieliniski  (110)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.

Tymoteusz Bultrowicz (100)
Uczen 2 klasy XXXVIII Liceum Ogdélnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagroda II stopnia
Stanistaw Wojtysiak (84)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia
Barbara Bloszyk (60)

Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Michal Zimniewicz (58)
Uczen 2 klasy Liceum Ogoélnoksztatcacego Towarzystwa Salezjanskiego w Pile.

Wyrdznienia

Zuzanna Osses (52)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.

Wewronika Zakrzewska (52)
Uczennica 2 klasy XXXVIII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Vitalii Galaychuk (45)
Uczen 2 klasy I Liceum Ogolnoksztalcacego w Kepnie.

Nina Wojciechowska (42)

Uczennica 1 klasy Liceum Ogdlnoksztalcacego sw. Marii Magdaleny w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Weterani

Nagroda I stopnia
Michal Redmer (119)

Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagroda II stopnia
Dawid Bugajewski (103)

Uczen 3 klasy I Liceum Ogoélnoksztatcacego w Koscianie.

Nagrody III stopnia

Igor Szymczak (74)
Uczen 3 klasy XXXVIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Oliwier Necelman (66)
Uczen 3 klasy XXXVIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Wyrdznienia
Kajetan Sarnecki (40)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Aleksandra Strzelecka (39)

Uczennica 3 klasy I Liceum Ogolnoksztalcacego w Jarocinie.



Zadania i szkice rozwigzan

Zadanie A1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Prostokat podzielono na 12 kwadratéow. Jedenascie z nich to kwadraty o boku dtu-
gosci 1, a dlugosé boku dwunastej plytki jest liczba naturalna a > 1. Wyznaczy¢
wszystkie mozliwe wartosci a.

Szkic rozwigzania. Wartosci 2, 3, 51 11 sg mozliwe, o czym Swiadczg ponizsze rysunki.

““ [TTTTTTTTI

L 5% 5 ] 11 x 11

3x3 ]
2x2 — — |

Nalezy jeszcze uzasadnié, ze nie ma innych. Zauwazmy najpierw, ze najmniejszy pro-
stokat, ktéry mozna podzieli¢ na kwadrat o boku a i kilka kwadratéw jednostkowych
ma wymiary a X (a + 1), czyli jego pole jest réwne a? + a. Prostokat z zadania ma
pole a? + 11. Oznacza to, ze a® + a < a® + 11, czyli a < 11.

W ponizszej tabeli zamieszczono w kolejnych wierszach: liczbe a, pole prostokata z
zadania P = a? 4 11 oraz mozliwe wymiary takiego prostokata.

[a ] 4 6 7 8 9 10

P 37 47 60 75 92 111

1x37 | 1x47 | 1x60 | 1x75|1x92 ] 1x111
2x30 | 3x25|2x46 | 3x37
3x20 | 5x15 | 4x23
4 x15
5 x 12
6 x 10

Wymiary prostokata musza by¢ réwne co najmniej a, poniewaz miesci si¢ w nim kwa-
drat o boku a. Zaden prostokat z powyzszej tabeli nie spelnia tego warunku. Wynika
z tego, ze niemozliwe sa wartosci @ inne niz wymienione na poczatku rozwiazania.

Zadanie A2 (autor: Bartlomiej Bzdega).
W pieciokacie ABCDFE wszystkie boki maja dlugosé 2, a ponadto katy wewnetrzne
przy wierzchotkach B i E sa proste. Obliczy¢ pole tego pieciokata.

Szkic rozwigzania. Pole pieciokata ABCDE jest sumag pol trojkatéw ABC, DEA
i ACD. Z dwbch pierwszych mozna zlozyé kwadrat o boku 2, wigc suma ich pdl



wynosi 4. Odcinki AC' i AD sg przekatnyni kwadratu o boku 2, wiec kazdy z nich
ma dlugoéé 2v/2.

Tréjkat ACD jest zatem réwnoramienny (|AC| = |AD| = 2v/2), wicc jego wysoko$é
poprowadzona z wierzchotka A opada na punkt A’, ktéry jest srodkiem odcinka CD.
7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

|AA? = |JACP? — |A'/C)? = (2V2)* - 1° =8 -1 =T,
czyli |[AA'| = V7 i pole tréjkata ACD wynosi 3 -2-V/7 = V.
W takim razie ze pieciokat ABCDE ma pole réwne 4 + /7.

Zadanie A3 (autor: Bartlomiej Bzdega).
W iloczynie 1-2-3-4-...-100 mozemy zastapi¢ niektore liczby ich odwrotnosciami.
Rozstrzygnaé, czy jest mozliwe uzyskanie w taki sposob wyniku 2022.

Szkic rozwigzania. W rozkladzie uzyskanej liczby na czynniki pierwsze nie ma liczb
pierwszych wigkszych niz 100, natomiast liczba 2022 ma dzielnik pierwszy 337. Z
tego wynika, ze nie mozna otrzymacé liczby 2022.

Zadanie A4 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Niech a = 22021 p = 32021 ¢ = 42021 g — 52021 Ugzasadnié, ze 5% < 4° < 3¢ < 2.

Szkic rozwigzania. Najpierw zauwazmy, ze

22018 32018 42018

54 — (58) , 4b — (427) , 3¢ — (364) , 2d _ (2125)

52018

(1)

58 < (42)8 — 416 < 427 < 932 < 1033 — (103)11 < (210)11 — 2110 < 2125.
~~ —_—— ——

=304 —10001!  —=102411

Stad 58 < 4%7 < 3% < 2125 co w polaczeniu z réwnosciami (1) i oczywistymi
nieréwnogciami 22018 < 32018 42018 52018 Lohczy dowdd.

Zadanie A5 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Prosta ¢ oraz okregi o1 i 02 sa styczne w punkcie T. Okrag o, przechodzacy przez
punkt T, przecina prosta £ oraz okregi o1 i oo w punktach odpowiednio P, K'i L,
réznych od T'. Proste PK i PL przecinaja po raz drugi okregi o1 i oo w punktach
odpowiednio A i B. Wykazaé, ze punkty A, B i T leza na jednej prostej.

Szkic rozwigzania. Niech X # T bedzie takim punktem na prostej ¢, ze punkt T' lezy
na odcinku PX. Oznaczmy |S<PKT| = ¢ i |<PLT| = 1.

Rozwazmy najpierw punkty A, K, P — sa tu dwa przypadki. Jesli punkt A lezy na
odcinku K P, to | ATP| = ¢ (twierdzenie o stycznej £ i cigciwie AT okregu 01). W



drugim przypadku punkt K lezy na odcinku AP. Wtedy | AKT| = 180° — ¢ (kat
przylegly) oraz | ATX| = |<AKT| = 180° — ¢ (twierdzenie o stycznej £ i cieciwie
TK okregu o1). Wreszcie |[SATP| = ¢ (kat przylegly do <ATX), czyli tak samo
jak w pierwszym przypadku. Analogicznie dowodzimy, ze |<BTP| = 1.

Jesli okregi 01 i 0y sa styczne zewnetrznie, to na czworokacie KT'LP mozna opisaé
okrag, wiec |[XATB| = ¢ + ¢ = 180°, z czego wynika teza. Okregi 01 i 03 moga
by¢é réwniez styczne wewnetrznie — wtedy ¢ = ¢ (katy wpisane, oparte na tuku PT
okregu 0) 1 |[XATB| = |¢ — 9| = 0°, z czego znéw wynika teza.

Zadanie A6 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Flota Rebeliantéow liczy n + 1 statkdéw
kosmicznych, ponumerowanych od 0 do n. Zle Imperium Galaktyczne czeSciowo za-
blokowalo tacznos$¢ — statki o numerach a i b moga sie komunikowaé¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba a + b jest potega dwdjki o wykladniku catkowitym nieujemnym.
Wykazaé, ze mimo tego nadanie komunikatu z kazdego statku na kazdy inny jest
wykonalne (choé¢ niekoniecznie bezposrednio).

Szkic rozwigzania. Rozwazmy statek o numerze a > 0. Niech ¢ bedzie najmniejsza
liczba catkowita nieujemna, dla ktérej a < 2t. Wtedy a > 2¢~!. Rozwazany statek
moze si¢ komunikowaé ze statkiem o numerze b = 2¢ — a, przy czym b > 0 oraz
b < 2t — 2171 =271 < q. Z tego wynika, ze kazdy statek z numerem wiekszym od
0 moze komunikowa¢ si¢ z pewnym statkiem o numerze mniejszym niz jego numer.
Powtarzajac to rozumowanie, dojdziemy do wniosku, ze kazdy statek moze (posred-
nio) komunikowaé si¢ ze statkiem z numerem 0. W takim razie kazde dwa statki
moga sie komunikowacé.

Zadanie AT (autor: Patryk Zubilewicz).

Dla kazdego ciagu (a) okre$lamy ciag (s) jego $rednich arytmetycznych wzorem
Sp = w Rozstrzygnaé, czy istnieje ciag (a) réznych liczb calkowitych
dodatnich, o nastepujacej wlasnosci:

Gpy1 > Spdla2|n oraz apt1 < S, dla 21 n.

Szkic rozwigzania. Taki ciag istnieje, przykladem moze by¢ ciag okreslony wzorem

_ n dla2|n,
"= 50 dla 2{n.

Wyrazy ciagu (a) sa calkowite dodatnie. Sa one rézne, gdyz (a1,as,as,...) jest
rosnacym ciagiem liczb nieparzystych, natomiast (as, a4, ag, . ..) — parzystych.

Jesli n = 2k dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k, to a,4+1 = 10k 4 5 oraz

2444 +2k)+5(1+3+... +2k—1
Sn:(+ +. 4+ )+2l(€+ +.. ):3k+%<an+1.




Jesli n = 2k — 1 dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k, to a,+1 = 2k oraz

U543 2k 1) (434 2% 1)

5
n = =5k n+1-
s 2% —1 ok 2/ > On1

Zadanie A8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Ciag (c), w ktérym ¢; = 0, spelnia réwnanie ¢, = ¢ + 1 dla kazdego n > 1.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja takie liczby naturalne k& > 1 > 1,
zep e+

Szkic rozwigzania. W ciagu (¢) znajdziemy dwa rézne wyrazy, ktére daja te sama
reszte z dzielenia przez p, gdyz jest to ciag nieskonczony, a reszt z dzielenia przez
p jest skonczenie wiele. Spodréd wszystkich par (¢, ¢,) wybierzmy wiec taka, w
ktérej n > m, p | ¢n — ¢ oraz liczba n jest najmniejsza z mozliwych. Rozwazmy
dwa przypadki.

Jeslim =1, to ¢, =0, wiec p | ¢, — € = Cn + -

Jesli m > 1, to tez n > 1, wiec mozemy zapisaé
plen—cem= (Ci—l +1)— (Czn,—l +1) = (en—1 — cm—1)(cn-1 + cm—-1).

Wobec minimalnosci n niemozliwe jest, by p | ¢h—1 — ¢m—1. Z tego wynika, ze p |
Cn—1 1+ Cm—1-

Zadanie B1 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Liczby rzeczywiste a, b, c maja te wlasnosé, ze kazda z nich jest wieksza od iloczynu
dwodch pozostatych. Udowodnié, ze wsrdd tych liczb jest co najmniej jedna liczba
dodatnia.

Szkic rozwigzania. Jesli a > 0 lub b > 0, to teza jest spelniona. W przeciwnym razie
a<0ib<0,ale wtedy ¢ > ab > 0 i teza réwniez zachodzi.

Zadanie B2 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Na plaszczyznie, w pewnym punkcie, znajduje sie pchta, ktora co jaki$ czas wykonuje
skok. Kazdy kolejny skok jest dwa razy dluzszy od poprzedniego. Wykazaé, ze pchla
nigdy nie znajdzie si¢ dwa razy w tym samym punkcie.

Szkic rozwigzania. Przypusémy, ze w pewnym momencie pchla znajduje sie w punk-
cie A i dobierzmy taka jednostke miary, zeby jej kolejne n skokéw mialy diugosci
1,2,4,...,2"" 1. Punkt, w ktérym pchta znalazla sie po n skokach oznaczmy przez
B. Zachodzi nier6wno$é

IAB| <14+2+4+... 4271 =2" 1,



wiec w kolejnym skoku, ktéry ma diugosé 27, pchta nie moze wréocié¢ do punktu
A. Wobec dowolnoéci wyboru punktu A oraz liczby calkowitej n > 0, teza zostala
udowodniona.

Zadanie B3 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Szesciocyfrowe liczby naturalne a i b maja te same cyfry, tylko w odwrotnym po-
rzadku. Udowodnié, ze liczba a? — b? dzieli sie przez 99.

Szkic rozwigzania. Zapiszmy

a =1+ 105 + 100k 4 10007 + 10000m + 1000007,
b =n + 10m + 1007 4+ 1000k + 100005 + 100000z,

Przy czym i, j, k, I, m, n sa cyframi. Poniewaz a? — b?> = (a — b)(a + b), wystarczy
zatem wykazaé, ze 9 | a — b i 11| a +b. Wynika to z réwnosci

a— b= 99999(n — i) + 9990(m — ) + 900(I — k)
- 9((11111(n — i) 4+ 1110(m — ) + 100(I — k))
oraz
a+b=100001(n + i) + 10010(m + j) + 1100(k + 1)
—11 (9091(n + 1) +910(m + 5) + 100(k + l)).

Zadanie B4 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Dany jest czworokat ABCD. Punkt P lezy na odcinku AD, ponadto zachodza réw-
nosci:
|AB| = [BP|,  |[BC|=|CP|,  |CD[=I|DP|.
Udowodnié, ze suma miar katéw ABP, BCP i CDP jest réwna 180°.

Szkic rozwigzania. Niech
|$APB| = a, |<BPC| = 3, |<CPD| = ~.
Wéwezas o + 3+ v = | APD| = 180°. Z réwnosci danych w zadaniu wynika, ze

|$ABP| + |4BCP|+ |¢CDP| = (180° — 2a) + (180° — 23) + (180° — 2)
=3-180° —2(a+ B3 +~) = 180°.

Zadanie B5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Na nieskoniczonej szachownicy ustawiono n wiez. Nazwijmy wieze spokojng, jezeli
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atakuje co najwyzej dwie inne wieze. W zaleznosci od n wyznaczyé najmniejsza
mozliwa liczbe spokojnych wiez.

Szkic rozwigzania. Niech s(n) bedzie najmniejsza mozliwa liczba spokojnych wiez
dla n wiez ustawionych na szachownicy. Wykazemy, ze

dlan =1,
dla n = 2,
dla n € {3,4},
dla n > 5.

s(n) =

=W N

Przypadki n = 1, n = 2 i n = 3 sg natychmiastowe, poniewaz w nich kazda wieza
jest spokojna.

Dlan =4in = 5 wykazemy, ze liczba wiez niespokojnych wynosi co najwyzej 1. Dla
dowodu nie wprost, niech Wy i W5 beda dwiema réznymi wiezami niespokojnymi.
Oznaczmy przez X zbiér wiez atakowanych przez wieze W1, a )Y — przez Ws. Jesli
wieze W1 1 Wh sie atakujg, to X N Y = (), wiec liczba wiez wynosi co najmniej
|X] + |Y| = 6 — sprzeczno$é. W przeciwnym razie Wi, Wy & X, ). Zauwazmy, zZe
|X¥ N Y| < 2. Liczba wiez jest zatem réwna przynjmniej

2+ | XUY|=2+ X+ V|- |XNY|>2+3+3-2=6
i znéw mamy sprzeczno$¢. Wynika z tego, ze dla n = 4 mamy co najmniej 3 spokojne
wieze, a dla n =5 — co najmniej 4.
Dla n = 4 otrzymamy trzy wieze spokojne, ktadac wieze na polach Al, A2, A3, B2.

Dla parzystych n = 2k > 5 otrzymujemy cztery wieze spokojne, wybierajac pola
Al, B1, A2, B2, A3, B3, ..., Ak, Bk.

W przypadku nieparzystego n = 2k+1 > 5 dokladamy jedna wieze na polu A[k+1].

Pozostaje wykazaé, ze dla n > 6 zawsze znajda sie co najmniej 4 spokojne wieze.
WykazaliSmy wczesniej, ze jest to prawda dla n = 5 i niech to bedzie warunek
poczatkowy rozumowania indukcyjnego. Rozwazmy dowolne ustawienie n > 6 wiez.

Przypadek 1. Pewna spokojna wieza A atakuje co najwyzej jedna inng wieze —
nazwijmy ja B, jesli taka istnieje. Zabierzmy wieze A — mamy wtedy n — 1 wiez,
wsrod ktérych sa co najmniej cztery wieze spokojne na mocy zatozenia indukcyjnego.
Przywracajac wieze A, dodajemy jedna wieze spokojna i zamieniamy co najwyzej
jedna wieze spokojna na niespokojna (moze to by¢ jedynie wieza B). Wynika z tego,
ze w tym przypadku dla n wiez réwniez mamy co najmniej 4 spokojne wieze.

Przypadek 2. Kazda spokojna wieza atakuje doktadnie dwie inne wieze. Wowczas
niemozliwe jest, by wszystkie wieze znajdowaly sie w jednym wierszu. Rozwazmy
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Lhajwyzszy” niepusty wiersz szachownicy — znajduja sie w nim co najmniej dwie
wieze, bo gdyby byla tam jedna, atakowalaby najwyzej jedng inng wieze, w dot
od niej. Dwie skrajne wieze w tym wierszu sa spokojne, poniewaz jedna z nich
moze atakowaé tylko w dét i w prawo, a druga tylko w dot i w lewo. Analogicznie
dowodziny, ze w ,najnizszym” wierszu réwniez dwie skrajne wieze sg spokojne, co
tacznie daje nam co najmniej 4 rézne spokojne wieze.

Zadanie B6 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Ustalmy liczbe rzeczywista dodatnia x. Zbiér A, do ktérego nalezy liczba 1, ma
nastepujaca wlasnoscé:

jeslia € A, to lax| € Ai [ax] € A.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby x, dla ktorych z powyzszych wlasnoéci wynika, ze zbiér
A zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie.
Szkic rozwigzania. OdpowiedZ: zbiorem wszystkich takich liczb x jest przedzial (1, 2).

Jesli x < 1, to mozliwe jest A = {0,1}. Jezeli z = 2, to A moze by¢ zbiorem poteg
dwojki. Dla pozostatych przypadkéw rozwazmy ciag

(¢) = (c1,carc3,carc5... ) = ([xj,[m],L2xJ,[2x],L3xJ,...).

Przypadek 1. z € (1,2). Dla kazdego calkowitego dodatniego k zachodza nieréwnosci:

(ke < [ke) + 1,
[+ Dz < (k+1D)z=kr+z<kr+2<[kx]+2

Wynika z nich, ze cy4+1 < ¢ + 1 dla kazdego catkowitego dodatniego k, wiec kazda
liczba naturalna od ¢; do ca, jest wyrazem ciggu (cq,ca, ..., ¢p). Jest jasne, ze jesli
1,2,...,n € A, to ¢1,¢2,...,¢con € A. Ponadto ¢; = |z|] = 11 cop, = [nz] > n.
Wobec tego mamy krok indukcyjny: jesli 1,2,...,n € A, to n+ 1 € A. Indukcje
rozpoczyna 1 € A z tresci zadania.

Przypadek 2. x > 2. Niech z = 2 + ¢ dla pewnego € > 0 i niech m bedzie taka
liczba naturalna, ze me > 1. Ciag (c¢) jest niemalejacy, gdyz dla kazdego catkowitego
dodatniego k zachodza nieréwnosci

kx| < [kx] <kz+1<kz+l+e=(k+1)z—-1<[(k+1)z].

Ponadto

Com = [M(24¢€)] = [2m +me] = 2m + 2.
Wynika z tego, ze w ciagu (¢1, ca, . . ., Cap ) brakuje co najmniej dwéch liczb ze zbioru
{1,2,3,...,con}. Jedna z brakujacych jest 1. Inna brakujaca liczba w ogéle nie wy-
stapi w ciagu (¢) ze wzgledu na jego monotonicznosé. Ta liczba moze sie zatem nie
pojawié¢ w zbiorze A.
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Zadanie B7 (autor: Bartlomiej Bzdega).

W zaleznoéci od liczby pierwszej p > 3 wyznaczy¢ wszystkie uporzadkowane tréjki
(a, b, c) liczb ze zbioru {0,1,2,...,p — 1}, dla ktérych kazda z liczb: a + be, b + ca,
¢+ ab dzieli sie przez p.

Szkic rozwigzania. Z tresci zadania wynika, ze
p | ala+be) —b(b+ca) = a* —b* = (a — b)(a + b),

wiec a = b lub a+b € {0, p}, przy czym nie musimy rozwaza¢ przypadku a +b =0,
poniewaz ta réwnos¢ wymusza a = b = 0. To samo mozna analogicznie wykazaé¢ dla
par (b,c) i (¢,a). Wobec tego mamy, z dokladnoscia do symetrii, dwa przypadki:
Przypadek a = b = c¢. Wtedy p | a +a? = a(a + 1), wiegc a = 0 lub a = p — 1.
Otrzymujemy tu dwie tréjki: (0,0,0)i (p—1,p—1,p—1).

Przypadek a = b, ¢ = p—a. Wtedy p | c+ab=p—a+a?, wiecp | a> —a = ala—1).
7 tego wynika, ze a = 0 lub a = 1. Jesli a = 0, to ¢ = p — sprzecznos¢. Jezeli a = 1,
tob=11ic=p—1. W tym przypadku otrzymalismy tréjke (1,1,p —1). Ze wzgledu
na symetrig, mamy dodatkowo tréjki (1,p —1,1)i (p—1,1,1).

Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie pieé otrzymanych trdjek (a,b,c) spelnia
warunki zadania.

Zadanie B8 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Szesciokat ABCDEF jest foremny. Punkty P i @ leza odpowiednio na odcinkach
BC i DE, przy czym |<PAQ| = 60°. Punkt R lezy na odcinku PQ i spelnia warunek
|PR| - |EQ| = |QR| - |BP|. Punkt S jest symetryczny do R wzgledem prostej AQ.
Udowodnié¢, ze punkt S lezy na odcinku EF.

Szkic rozwigzania. Niech E’ i F' beda odbiciami symetrycznymi punktéw odpowied-
nio F i F wzgledem prostej AQ. Oznaczmy przez S’ punkt przeciecia sie odcinkéw
E'F'i PQ. Obraz punktu S’ w symetrii wzgledem prostej AQ lezy na odcinku EF,
wigc wystarczy udowodnié, ze R = 5.

Niech a = |4 PAF'| i 8 = |<FAQ| = |<F'AQ|. Z réwnosci
a+f=60°, |IBAF|=120°

wynika, ze |<BAP| = a. Ponadto |AF'| = |AF| = |AB|, wiec punkt F’ jest syme-
tryczny do punktu B wzgledem prostej AP. Stad

|4PF'E'| = 360° — | s AF'P| — <|AF'E'| = 360° — | s ABP| — | X AFE| = 120°.

Ponadto |[<QE'F'| = |[SQEF| = 120° = |XPF'S’|, wiec PF' || QF’, czyli tréjkaty
PF'S’ i QE'R’ sa podobne. Z treéci zadania, symetrii wzgledem prostych AP i AQ
oraz wspomnianego podobienstwa otrzymujemy

|PR| |BP| |PF'| |PS'|

QR|  [EQ| |QE'| QS|
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z czego wynika, ze S’ = R.

Zadanie C1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, ani przez 5, a ponadto spelnia nie-
rownosé 1 < n < 90. Wykazaé, ze majac dany kat o mierze n°, mozna skonstruowacé
za, pomocg cyrkla i linijki kat o mierze 1°.

Szkic rozwigzania. Za pomoca cyrkla i linijki mozemy skonstruowaé kat o mierze
60°. Mozemy réwniez dodawacé, odejmowaé i polowi¢ katy. Potowigc dwukrotnie kat
o mierze 60°, otrzymamy kat o mierze 15°. Niech r bedzie reszta z dzielenia liczby
n przez 15. Kat o mierze r° otrzymujemy z kata o mierze n° poprzez odjecie kata o
mierze 15° odpowiednia liczbe razy. Liczba r nie dzieli sie ani przez 3, ani prze 5.

Przypadek 1. r € {1,2,4,8}. Kat o mierze 1° konstruujemy przez polowienie odpo-
wiednig liczbe razy kata o mierze r°.

Przypadek 2. r € {7,11,13,14}. Konstruujemy kat o mierze s° = (15 — r)°. Tutaj
s € {8,4,2,1}, wiec postepujemy tak samo, jak w przypadku 1.

Zadanie C2 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Liczbe /x zaokraglono w d6t do najblizszej liczby catkowitej, a liczbe /x zaokra-
glono w gére do najblizszej liczby catkowitej. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste
x > 0, dla ktérych oba te zaokraglenia sa réwne.

Szkic rozwigzania. Mamy do rozwigzania réwno$é

[Va] = [Va). (2)

7 nieréwnosci
Vr—1<|Vz] =[¥r] < Jz+1

otrzymujemy /z — /z < 2. Jedli z > 27, to
VI — ¥z = Ya(Yr—1) = V21(V27T-1) =3(V3 - 1) > 2.

Z tego wynika, ze x < 27. Wtedy lewa strona réwnosci (2) nalezy do zbioru {1, 2, 3},
wiec prawa rowniez. Rozwazmy zatem trzy przypadki.

Przypadek 1. [\/z] = 11 [¢/z] = 1. Pierwsza ré6wno$é ma miejsce dla z € [1,4), a
druga dla x € (0,1]. CzeScia wspdlng obu przedzialéw jest {1}.

Przypadek 2. [\/z| =21 [{/z] = 2. Pierwsza réwno$¢ ma miejsce dla = € [4,9), a
druga dla x € (1, 8]. Czescia wspdlna obu przedzialéw jest [4, 8].
|

Przypadek 3. |/z] =3 i [/z]| = 3. Pierwsza réwnos$¢ ma miejsce dla = € [9,16), a
druga dla x € (8,27]. Czescia wspdlna obu przedzialéw jest [9, 16).

Odpowiedz: Zbiorem wszystkich poszukiwanych liczb jest {1} U [4,8] U [9, 16).
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Zadanie C3 (autorzy: Tomasz Sliwiriski i Bartlomiej Bzdega).
Prostokaty ABFC i ADFE spelniaja réwnosci |AB| = |AD| = ai|BF| = |DF|=b.
Dowiesé, ze pole czeéci wspdlnej tych dwdch prostokatow jest wieksze lub réwne %ab.

Szkic rozwigzania. Niech P oznacza pole czesci wspolnej danych prostokatow. Jesli
a = b, to prostokaty ABFC i ADFFE sa pokrywajacymi sie kwadratami, czyli P =
a? > %a2. Dalej bez utraty ogélnosci przyjmujemy, ze a < b. Niech P bedzie punktem
przeciecia odcinkéw AE i BF, a (Q — odcinkow AC i DF.

Poniewaz AF | DF i P € AE, Q € DF, otrzymujemy AP | FQ; analogicznie
AQ || PF. Czworokat APFQ, ktéry nas intersuje, jest wigc réwnoleglobokiem. W
dodatku ma on 0§ symetrii AF, jest wiec rombem.

Odcinek AF jest przekatna prostokata ABFC, wiec |AF| > b. Odcinek PQ laczy
punkty lezace na prostych AF i BC, pomiedzy ktorymi odleglo$é wynosi a, zatem
|PQ| > a. Z tych nieréwnosci wynika, ze

P = L|AF|-|PQ| > 3ab.

Zadanie C4 (autorzy: Patryk Zubilewicz i Bartlomiej Bzdega,).

Na kazdym polu szachownicy 7 x 7 stoi jeden pionek. Nazwijmy ruchem nastepujacy
proces:

Wybieramy trzy pionki stojgce w tej samej kolumnie lub w tym samym wierszu (nie-
koniecznie na sgsiednich polach), nastepnie zdejmujemy te dwa sposréd nich, pomie-
dzy ktoryma stoi trzeci.

Przypusémy, ze za pomoca takich ruchéw doprowadziliémy do tego, ze na szachow-
nicy zostal tylko jeden pionek. Na ktérym polu moze staé¢ ten pionek?

Szkic rozwigzania. Wykazemy, ze ten pionek mogt sta¢ na kazdym polu szachownicy,
z wyjatkiem brzegowych.

Nazwijmy ruchem wstecznym proces polegajacy na wyborze dowolnego pionka i po-
stawieniu po jednym pionku na jednym z wolnych pél nad i pod wybranym pionkiem,
albo po lewej i po prawej jego stronie (w obu przypadkach niekoniecznie na sasiednich
polach). Zaczynamy od szachownicy z jednym pionkiem, a celem jest zapelnienie jej
w catosci za pomoca ruchéw wstecznych. Checemy odpowiedzieé¢ na pytanie: na kto-
rym polu moze staé¢ pierwszy pionek, aby wypelnienie szachownicy bylo mozliwe?
Jest ono réwnowazne pytaniu postawionemu w tresci zadania.

Teraz jest jasne, ze nie mozna zacza¢ od pionka postawionego na brzegu szachownicy.
Jesli stoi w narozniku, to nie mozna wykonaé zadnego ruchu wstecznego, a jesli nie
stol w narozniku, to mozemy dostawia¢ pionki tylko w wzdluz jednej brzegowej
kolumny lub wiersza.
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Wykazemy, ze jesli pionek stoi na polu innym niz brzegowe, to mozna zapetnié cala
szachownice. Rozwazmy najpierw jednowymiarows wersje tego zadania. W zalezno-
$ci od polozenia pierwszego pionka, postepowanie przedstawiono na ponizszych ry-
sunkach. Pionek koloru czerwonego jest wybranym pionkiem w danym ruchu wstecz-
nym, a dwa pionki biale — dostawionymi.

L] \O\:\O\ [ \O\O\i\O\ [ ] [O]e] \i\O\ [
| \OM:MO\ | !O\O\O\i\O\O\ | IO\O\O\lM []

Olejee/e[e/C] [e[eeC/e[e/C] [eeeC[eCe

W pozostatych polozeniach pierwszego pionka postepujemy symetrycznie. Powyzsze
rozumowanie dowodzi, ze jesli pierwszy pionek nie znajduje sie na brzegu danej
kolumny lub wiersza, to mozemy zapelnié¢ te¢ kolumne lub wiersz.

Postepowanie w przypadku poczatkowego pionka stojacego na polu innym niz brze-
gowe pole szachownicy jest nastepujace: najpierw zapelniamy wiersz, w ktérym znaj-
duje sie ten pionek. OtrzymaliSmy 7 kolumn, w kazdej po jednym pionku innym niz
brzegowy — zapelniamy je po kolei ta sama metoda co wiersz, otrzymujac zapelniong
szachownice.

Zadanie C5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (m,n), dla ktérych réwnanie

e =1 +]z—2|+...+ |z —m|=n

ma nieskoficzenie wiele rozwiazan.

Szkic rozwigzania. Rozwazmy nastepujace przedzialy:

Iy = (—o0,1); I, = [m,+00); In=kk+1)dlak=1,2...,m—1
Jedli x € Ij, dla pewnego k € {0,1,...,m}, to réwnanie z zadania przyjmuje postac
-D+x-2)+...+(xz—-k)—-(z—-k-1)—(z—k—-2)—...— (x —m) =n,

a po uproszczeniu
(2k —m)z =n+k(k+1) — im(m + 1).

Jezeli m # 2k lub n + k(k + 1) — 2m(m + 1) # 0, to réwnanie ma co najwyzej
jedno rozwiazanie w przedziale Ij,. Jeslim =2k in+k(k+1) — 2m(m+1) =0, to
réwnanie spelniaja wszystkie x € I,. Réwnowaznie:

m = 2k, n=3imm+1)—k(k+1)=k@2k+1) —k(k+1) =k
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Szukanymi parami s wszystkie (m,n) = (2k, k?) dla catkowitych dodatnich .

Zadanie C6 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

W ciggu niemalejacym (a1, as,as, ...) wystepuja wylacznie liczby catkowite dodat-
nie. Kazda liczba wystepuje w nim dokladnie tyle razy, ile wynosi najwickszy wy-
ktadnik potegi dwdéjki dzielacej te liczbe. Poczatkowe wyrazy wygladaja nastepujaco:

2,4,4,6,8,8,8,10,12,12, 14, 16, 16, 16, 16, 18, 20, 20, . . ...

Udowodni¢, ze a,, > n dla wszystkich catkowitych dodatnich n.

Szkic rozwigzania. Wybierzmy dowolne catkowite dodatnie n i niech A = a,,. Przez
vo(m) oznaczamy najwyzszy wykladnik potegi dwdjki dzielacej liczbe m. W ciagu
skoficzonym (a1, as,...,ay,) kazda liczba calkowita dodatnia m < A wystepuje do-
kladnie vo(m) razy, a liczba A wystepuje co najwyzej vo(A) razy. Wynika z tego,
ze

n < va(l) +v2(2) +v2(3) + ... +v2(A — 1) + v2(A) = va(A!).

7 drugiej strony, na mocy wzoru Legendre’a mamy
A A A A LA A
) =3+ [7]+|E]+. - <g+i+5+... =4
Yaczac powyzsze dwie nieréwnosci, otrzymamy a, = A > n.

Zadanie C7 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Czworokat wypukly ABCD jest podstawa ostrostupa ABCDS. Tloczyn pdl tréjka-
tow ABS 1 CDS jest réwny iloczynowi pdl tréjkatow BCS i DAS. Niech I, I,
I., I beda srodkami sfer wpisanych w czworosciany odpowiednio DABS, ABC'S,
BCDS, CDAS. Proste Al, i CI, przecinaja plaszczyzne BDS w punktach odpo-
wiednio K, i K.. Analogicznie, proste BI, i DI; przecinajg plaszczyzng ACS w
punktach odpowiednio K i K4. Dowieé¢, ze punkty K,, Ky, K., K leza na jednej
plaszczyznie.

Szkic rozwigzania. Niech L, oznacza punkt przeciecia plaszczyzny dwusiecznej kata
dwusciennego D(AS)B i prostej BD, analogicznie L. dla kata B(C'S)D i prostej
BD. Na mocy twierdzenia o dwusiecznej kata dwusciennego oraz warunkéw zadania,
mamy

BLJ| _ [ABS] _ [CBS] _ |BL.|

|DL,| [ADS] [CDS] |DL.|

7Z tego wynika, ze punkty L, i L. pokrywaja si¢; niech L bedzie ich wspélnym ozna-
czeniem. Plaszezyzny dwusieczne katéw dwusciennych D(AS)B i B(CS)D przeci-
naja sie zatem wzdluz prostej SL, lezacej na plaszczyznie BDS. Proste Al, i Cl. sa
zawarte w tych plaszczyznach, wiec punkty K, i K. tez leza na prostej SL, w szcze-
gblnosci punkty S, K, i K. sa wspétiniowe. Analogicznie dowodzimy, ze punkty S,
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K, i K4 sa wspolliniowe. Z dwoch ostatnich faktow wynika, ze punkty K,, Kp, K.,
K, leza na dwoch przecinajacych sie prostych, wiec leza na jednej plaszczyznie.

Zadanie C8 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, w ktérym |AB| = n dla pewnej liczby catko-
witej dodatniej n. Rozwazmy lamane bez samoprzecieé¢, majace poczatek w punkcie
A i koniec w punkcie B, spelniajace obie ponizsze wlasnosci:

(1) cala tamana jest zawarta w tréjkacie ABC),

(2) kazdy odcinek lamanej jest réwnolegly do jednego z bokéw trdéjkata i ma cal-
kowita, dtugosé.

Niech L,, bedzie liczbg tych lamanych. Dowies¢, ze istnieja takie stale a,b > 1, ze

n2

a <L, < b dla wszystkich naturalnych n > 1.

Szkic rozwigzania. Podzielmy dany tréjkat réwnoboczny na n? tréjkatéw réwnobocz-
nych o boku 1, zwanych dalej jednostkowymi. Lamana z treSci zadania przebiega
wzdtuz linii podziatu.

Narysujmy tuk AB okregu o srodku C. Lamana wraz z tym lukiem ogranicza pe-
wien zbiér jednostkowych tréjkatéw. Réznym tamanym odpowiadaja rézne zbiory,
a s3 one podzbiorami n2-elementowego zbioru wszystkich tréjkatéow jednostkowych.
Wynika z tego, ze L, < 2’

Zauwazmy, ze Lo = 1 (tréjkat ABC i lamana zdegenerowane) i L1 = 2. Jest to
poczatek indukcji, w ktérej wykazemy, ze L, > (\4/5)”2. Ustalmy n > 3 i zal6zmy,
ze L, > (\Vﬁ)mQ dla wszystkich m < n. Niech B’ i ' leza odpowiednio na odcin-
kach AC' i AB, przy czym |AB’| = |AC'| = n — 2. Nasza lamana konstruujemy w
nastepujacy sposob. Najpierw w tréjkacie AB’C” wybieramy lamang z punktu A do
B’, co mozemy uczynié¢ na L,,_s sposob6éw. Nastepnie z punktu B’ przechodzimy do
B tak jak na rysunku wzdluz czerwonej linii.

c’ B’

/NN NN
AL/

B c

Kazdy jednostkowy odcinek tamanej, ktéry jest bokiem jednego z n zacienionych
tréjkatéw, mozemy niezaleznie zamieni¢ na dwa pozostale boki tego trojkata. Lacznie
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daje to 2" mozliwosci przejscia z punktu B’ do B. Na mocy zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy

Ln 2 Ln—2 .on 2 (%)(n—2)2 Lo (\475),#—0—4 > ({L/E)n?,

co konczy dowodd.

Autor sprawozdania: dr Bartlomiej Bzdega;
recenzenci: dr hab. Matgorzata Bednarska Bzdega, mgr Wojciech Wawrow.
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