ODDZIAY, POZNANSKI
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO

WYDZIAYL, MATEMATYKI I INFORMATYKI
UNIWERSYTETU IM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU

XIV Wielkopolska
Liga Matematyczna

Poznan 2023 r.



Organizacja konkursu

Czternasta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2022/2023. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje WLM wspiera Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickie-
wicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktu-
alnych informacji jest strona internetowa wim.wmi.amu.edu.pl (dzieki uprzejmosci
Michata Redmera strona WLM nabrala $§wiezosci), a takze profil WLM na Facebo-
oku. Uczniowie uczestniczyli w konkursie w trzech nastepujacych kategoriach:

e Junior (9 uczestnikéw) — uczniowie klas 7 i 8 szk6l podstawowych;
e Senior (44 uczestnikéw) — uczniowie klas 1 i 2 szkdt érednich;

e Weteran (16 uczestnikéw) — uczniowie klas 3, 4 1 5 szk4t $rednich.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca. Kazdy z zestawdw
liczyl po 8 zadan z réznych dzialow matematyki, przy czym juniorzy rozwiazywali
zadania 1-4, seniorzy 3-6, a weterani 5-8. Rozwiazania oceniane byly przez Komisje
WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymaé od 0 do 10 punktow.
W kilka dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwigzan kazdego z zestawow na
stronie internetowej WLM ukazywal sie¢ aktualny ranking uczestnikow.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega;
wiceprzewodniczacy: dr Jedrzej Garnek, mgr Przemystaw Pela.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw:
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega, Kacper Bem, dr Jedrzej Garnek,
Patryk Matusiak, dr Piotr Mizerka, mgr inz. Sylwester Swat,
mgr inz. Tomasz Michal Sliwinski.

e Zespol przygotowujacy zestawy zadan:
dr Barttomiej Bzdega, Michal Redmer, Antoni Solarski, Klaudia Tarabasz,
Patryk Zubilewicz.



Wyniki konkursu — Juniorzy

Nagrody I stopnia
Paulina Berlinska (119)

Uczennica 6 klasy Szkoty Podstawowej nr 38 w Poznaniu.

Julian Kuryltowicz-Kazmierczak (111)
Uczen 5 klasy Niepublicznej Szkoty Podstawowej im. Swietej Rodziny w Poznaniu.

Nagroda II stopnia
Marta Zachaczewska (86)

Uczennica 8 klasy Szkoly Podstawowej Spotecznego Towarzystwa O$wiatowego w Pile.

Nagrody III stopnia
Michat Tyrakowski (49)

Uczen 8 klasy Szkoly Podstawowej nr 2 w Skérzewie.

Maja Palacz (43)
Uczennica 8 klasy Piatkowskiej Szkoly Spotecznej w Poznaniu.

Emma Adamczyk (41)

Uczennica 8 klasy Publicznej Szkoly Podstawowej nr 52 Specto w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Seniorzy

Nagrody I stopnia
Szymon Anders (107)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Michal Wojkiewicz (104)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdélnoksztalcacego w Poznaniu.

Piotr Przysuszynski (102)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogolnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Aleksandra Zyniewicz (98)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogdélnoksztatcacego w Poznaniu.

Stanistaw Wojtysiak (93)

Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia
Jakub Pawlaczyk (84)

Uczen 1 klasy III Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Aryna Shramianok (83)

Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.

Natan Mysakowski (79)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.
Wyrdznienia

Zuzanna Osses (74)

Uczennica 2 klasy VIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Igor Kuzemko (72)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdélnoksztalcacego w Poznaniu.

Mateusz Suliga (71)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Weterani

Nagroda I stopnia
Karol Musielinski  (119)

Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogélnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Igor Szymczak (88)
Uczen 4 klasy XXXVIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Oliwier Necelman (85)
Uczen 4 klasy XXXVIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Filip Hes (82)

Uczen 4 klasy VII Liceum Ogoélnoksztalcacego w Poznaniu.
Nagroda III stopnia

Kajetan Sarnecki (76)

Uczen 4 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.
Wyrdznienia

Tymoteusz Bultrowicz (44)

Uczen 3 klasy XXXVIII Liceum Ogdélnoksztatcacego w Poznaniu.

Emanuel Gawronski (43)
Uczen 3 klasy III Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.



Zadania i szkice rozwigzan

Zadanie A1 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Dane sa dwie rézne liczby rzeczywiste dodatnie. Jesli obie te liczby powigkszymy
o mniejsza z nich, to ich iloczyn wzrosnie trzykrotnie. Ile razy wzréstby ich iloczyn,
gdybysmy powiekszyli obie te liczby o wigksza?

Szkic rozwigzania. Niech x bedzie mniejsza liczba, a y — wigksza. Zaleznos¢ z zadania
mozna opisa¢ réwnaniem

3wy = (z+z)(y + 2) = 2z(z + ).
Otrzymujemy stad 3y = 2x + 2y, a wiec y = 2x. Teraz wystarczy obliczy¢
(z+y)(y+y) = (x+2z) -2y = 3z - 2y = 6y,

Wobec tego, gdybysmy obie te liczby powiekszyli o wieksza z nich, ich iloczyn
wzréstby szesciokrotnie.

Zadanie A2 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Prostopadloécienne pudetko o podstawie 17 x 17 i wysokosci 7 jest szczelnie wypel-
nione 289 patyczkami — prostopadlodcianami 1 x 1 x 7. Patyczek nazwiemy ustawio-
nym pionowo, jesli jego najdluzsza krawedz jest prostopadla do podstawy pudetka.
Uzasadnié, ze co najmniej dwa patyczki sa ustawione pionowo.

Szkic rozwigzania. Rozwazmy tylko te patyczki, ktére maja jedng Sciane na podsta-
wie pudetka. Patyczki ustawione pionowo zajmuja na podstawie pudetka kwadrat
1 x 1, a ustawione poziomo — prostokat 1 x 7. Niech a bedzie liczbg tych pierw-
szych, a b — tych drugich. Podstawa pudetka ma pole 172 = 289, wiec otrzymujemy
réwnanie

a+Th=289 =741 +2,
réwnowaznie a = 7(41 — b) + 2. Poniewaz a > 0, musi by¢ b < 41, a stad a > 2.

Zadanie A3 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Na przekatnej AC réwnolegtoboku ABC' D lezy punkt P, przy czym

|AB| = [AP|,  |AD|=|DP|,  |BP|=|CP|.

Udowodnié, ze |[TABP| = 2|<APD|.

Szkic rozwigzania. Niech ¢ = |XAPD| = |<PAD| (bo |AD| = |DP|). Mamy
|<PCB| = |9<DAP| = ¢ (bo BC || AD). Z réwnosci |BP| = |CP| wynika, ze
|<PBC| = |4 PCB| = ¢. Kat APB jest katem zewnetrznym przy wierzchotku P
tréjkata BPC, wigc |[XAPB| = |<PBC|+ |<PCB| = 2¢. Dowdd koiczy réwnosé
|SABP| = |SAPB| = 2y, gdyz |AB| = |AP)|.



Zadanie A4 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Dane sg dwie liczby naturalne dwucyfrowe a i b, niepodzielne przez 10. Liczba o
powstaje z a przez zamiane cyfr miejscami, tak samo b z b. Udowodnié, ze jesli
ab = 'V, to iloczyn cyfr jednosci liczb a i b jest réwny iloczynowi cyfr dziesiatek
liczb a i b.

Szkic rozwigzania. Zapiszmy a = 10k +1 i b = 10m + n, przy czym k, [, m, n sa
niezerowymi cyframi. Wtedy a’ = 10l + &k i ¥’ = 10n + m. Przeksztalcamy réwnoséé
ab=a'l:

(10k + 1)(10m + n) = (101 + k)(10n + m),

100km + 10kn + 10lm + In = 100in + 10lm + 10kn + km,
99km = 99In,
7 ostatniej réwnosci wynika, ze km = In. Jest to teza zadania.

Zadanie A5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Rozwiaza¢ uklad réwnan

T ’\/x—i—y—\/z—l—x‘
y = Wytz—Vvatyl
z ’\/z+x—\/y+z|

w liczbach rzeczywistych nieujemnych z, y, z.

Szkic rozwigzania. Uklad réwnan jest symetryczny — zalézmy wiec, ze © < y < z
(inne przypadki rozwiazuje sie analogicznie). Wtedy

r=vz+r—+yxr+y, Yy=vVyt+z—vr+y, Z2=\y+z—Vz+zx

7 powyzszych réwnoéci wynika, ze y = 2+, azatem 0 < < y = z+z < 2. Wobec
tegoy=zix=0.

Z drugiego réwnania otrzymujemy y = /2y — ,/y, rbwnowaznie y = (V2 — 1)/y.
Stady=z=0luby =2=3—2V2.

Bezpoérednio sprawdzamy, ze tréjki (0,0,0) i (0,3 — 2v/2,3 — 21/2) speliaja dany
uktad. Pozostaje jeszcze dodac, ze ze wzgledu na symetrie mamy jeszcze dwa roz-

wiazania: (3 —2v/2,0,3 —2v/2) i (3 — 2v/2,3 — 2v/2,0).

Zadanie A6 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Na oceanie lezg wyspy A, B i C, na ktorych jest odpowiednio a, b i ¢ miast. Kazde
dwa miasta majg polaczenie lotnicze wtedy i tylko wtedy, gdy leza na réznych wy-
spach. Turysta chce odwiedzi¢ kazde z miast doktadnie jeden raz, podrozujac wylacz-
nie samolotami, a na konicu wréci¢ do miasta, w ktérym zaczal podréz. Wyznaczyé
wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb calkowitych dodatnich, dla ktérych jest to mozliwe.



Szkic rozwigzania. Bez utraty ogélnosci niech a > b > ¢. Szukane tréjki (a, b, ¢) to te,
ktére spetniaja nierownosé a < b+ ¢. Wynika to z dwdch nastepujacych obserwacji:
(1) Jezeli @ > b+ ¢, to a > F(a+ b+ c), czyli na wyspie A jest wiecej niz polowa
wszystkich miast. Z tego wynika, ze w ewentualnej podrozy trzeba by bylo dwa razy
z rzedu odwiedzi¢ miasto na wyspie A, co nie jest mozliwe.

(2) Jedli a < b+ ¢, to odwiedzamy kolejno miasta na nastepujacych wyspach:

(ABAC)(ABAC) ... (ABAC) (ABC)(ABC)...(ABC) (AB)(AB)...(AB).

a—b razy b+c—a razy b—c razy

Zadanie AT (autor: Bartlomiej Bzdega).
Liczby caltkowite dodatnie m i n spelniajg nieréwnos$é n > m oraz podzielnoéé
n™ | m™. Udowodnié, ze istnieje taka liczba pierwsza p, ze p™ | n™~™.

Szkic rozwigzania. Z nieréwnosci n > m wynika, ze istnieje taka liczba pierwsza p,
ktéra w rozkladzie n na czynniki pierwsze wystepuje z wykladnikiem o wiekszym
od wykladnika 3 w rozkladzie m na czynniki pierwsze. Wykazemy, ze jest to poszu-
kiwana liczba pierwsza.

Z podzielnoéci n™ | m™ otrzymujemy ma < nf < n(a — 1), wiec n < (n — m)a.
Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze p™ | n™ ™.

Zadanie A8 (autor: Michal Redmer).

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym |AB| < |AC|. Dwusieczne katéw
ABC i BCA przecinajg sie¢ w punkcie I oraz przecinaja wysokosé tréjkata ABC
opuszczong z wierzchotka A w punktach odpowiednio P i Q. Okrag opisany na
tréjkacie C' PQ przecina po raz drugi prosta AC w punkcie D. Znajac

a = |xCAB|, B = |xABC|, v = |xBCA]|,
wyznaczy¢ miare kata QID.
Szkic rozwigzania. Zauwazmy najpierw, ze

|<DPI| = |<QPI| — |<QPD| = |<BPE| — |<QCD|
=90° — 38— 37 = s = [4DAI|,
wiec na czworokacie APID mozna opisaé¢ okrag. W takim razie
|4QID| = |<PID| — |<PIQ| = 180° — | PAD| — 180° + | BIC]|
=-90°+7+180° - 18— iy =7+ a.

Zadanie B1 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Cgzy istnieja liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktérych zachodza réwnosci:

NWD(a, b) = 480, NWD(b, ¢) = 540, NWD(¢, a) = 9007



Uzasadni¢ odpowiedz.

Szkic rozwigzania. Z drugiej réwnosci wynika, ze 9 | b, ¢, a z trzeciej, ze 9| ¢, a. Stad
9 a,b,c, wiec w szczegdlnodei liczba NWD(a, b) powinna dzieli¢ sie przez 9, ale tak
nie jest. Wynika z tego, ze takie liczby a, b, ¢ nie istnieja.

Zadanie B2 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Dane sa liczby dodatnie z, y i z. Wiadomo, ze liczby 22, 32 i 22 sa dlugosciami bokéw
pewnego tréjkata. Uzasadnié, ze x, y i z réwniez sg dlugosciami bokéw trojkata.

Szkic rozwigzania. Mamy
(x+y)? =2% +2zy + % > 2% + 9% > 22,
wiec  + y > z. Dwéch pozostalych nieréwnoéci dowodzimy analogicznie.

Zadanie B3 (autorka: Malgorzata Bednarska-Bzdega,).

Dwaj gracze zapisuja na tablicy na zmiane liczby naturalne, przy czym pierwsza
zapisana liczba musi by¢ mniejsza od 2023, a kazda nastepna — mniejsza od po-
przedniej. Gra konczy si¢ wygrana tego z graczy, po ruchu ktérego suma zapisanych
liczb bedzie réwna 2023. Jesli tak sie nie stanie az do momentu, gdy jeden z graczy
zapisze liczbe 0, to gra konczy sie remisem. Uzasadnié, ze przy bezblednej grze obu
graczy bedzie remis.

Szkic rozwigzania. Pierwszy gracz ma strategie zapewniajaca co najmniej remis —
moze od razu napisaé¢ 0. Podobnie drugi gracz moze odpowiedzie¢ zerem na dowolny
ruch gracza pierwszego, wiec tez moze zagwarantowaé sobie remis. Z tego wynika,
ze bezbledna gra nie moze si¢ skonczyé¢ wygrana zadnego z graczy.

Zadanie B4 (autor: Bartlomiej Bzdega).

W szesciokacie wypuklym ABCDEF katy przy wierzchotkach A, C, E sa proste.
Udowodnié¢, ze kazda przekatna tego szeSciokata ma dlugo$¢ nieprzekraczajaca po-
towy obwodu tréjkata BDF.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy przez p potowe obwodu trojkata DEF. Nieréwnosé
|BD| < p jest réwnowazna nieréwnosci tréjkata |[BD| < |DF| 4 |BF|; analogicznie
dowodzimy nieréwnosci |[DF| < p1i|BF|<p.

Niech M i N beda érodkami odcinkéw, odpowiednio, BF' i DF'. Zachodza réwnoéci

|AM| = |FM|=|BM|,  |DN|=|EN|=|FN|,
gdyz katy BAF i DEF sa proste. Z tego wynika, ze
|AE| < |AM| + [MN|+|NE| = 5|BF| + 5|BD| + 3| DF| = p.

Analogicznie dowodzimy, ze |CE| < pi |AC| < p.
Na koniec |AD| < |AM |+ |MN|+ |ND| = p i analogicznie | BE| < p oraz |CF| < p.



Zadanie B5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb pierwszych p < ¢ < r, dla ktérych kazda z poniz-
szych liczb jest pierwsza:

p+q+r+1,  pgr+49, p?+¢*+r*423.

Szkic rozwigzania. Jesli p > 2, to liczba p+qg+1r+1 > 2 jest parzysta, a wiec p = 2.
Liczby ¢+ r + 3, 2qr + 49 i ¢® + 2 + 27 sg zatem pierwsze. Jesli ¢ > 3, to z faktu,
ze liczba g 4+ r + 3 jest pierwsza wynika, ze ¢ i r daja taka samg reszte z dzielenia
przez 3. Wtedy jednak liczba pq daje reszte 1 z dzielenia przez 3 i w konsekwencji
liczba 2qr 4+ 49 > 3 dzieli sie przez 3. Udowodnilismy, ze ¢ = 3.

Wobec tego liczby r+ 6, 6 +49 i 12 4 36 sg pierwsze. Wnioskujemy stad, ze liczba r
nie moze dawaé z dzielenia przez 5 reszty 4 (bo wtedy 5 |  + 6), ani reszty 1 (wtedy
5| 67 +49). Jedli r daje reszte 2 lub 3 z dzielenia przez 5, to r? daje reszte 4, wiec
5 | r? + 36. Pozostata jedynie mozliwoéé r = 5.

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla p =2, ¢ = 3 i r =5 liczby

prg+r+1=11, pgr+49=79, p*+¢@+r>+23=61

sa pierwsze.
Zadanie B6 (autor: Michal Redmer).
Wyznaczy¢ najwigksza liczbe rzeczywista k, dla ktorej nieréwnosé
a L b L c <4
a+k a?b+k btk

prawdziwa jest dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a,b, ¢, spelniajacych
warunek abc = 1.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze jesli k > 2, to dla a = b = ¢ = 1 lewa strona
nieréwnosci jest rowna 1%@ < 1. Wykazemy, ze dla k = 2 nier6wnos¢ jest prawdziwa.
Z warunkow abc = 1 oraz a, b, ¢ > 0 wynika, ze istniejg liczby dodatnie x, y, z, ktére

spelniaja réwnosci a = £, b = £, ¢ = 2. Przeksztalémy teze rownowaznosciowo:
Yy z x
z y z
Yy z T
+ + 21
2 2 2 = )
2 .% 19 . Y49 v.z49
T Y Y z z2 x
2 2 2

x LY L <
224 2ry a2+ 2yz Y242z

Z nieréwnoéci 2yz < y? + 22 wynika, ze 22 + 2yz < 22 + y? + 22. Wraz z dwiema
nieréwnosciami analogicznymi implikuje to, ze lewa strona ostatniej wysrodkowanej
nieréwnosci jest réwna co najmniej

$2 y2 y2 1‘2 +y2 + 2’2

PN R R g e B prape Rl B g R
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Zadanie B7 (autor: Bartlomiej Bzdega).
W tréjkacie ABC punkty M i N sg $rodkami bokéw odpowiednio BC' i AC. Dowiesé,
ze AM 1 BN wtedy i tylko wtedy, gdy |AC|? + |BC|* = 5|ABJ?.

Szkic rozwigzania. Niech a = |BC|, b = |CA| i ¢ = |AB|. Dlugo$¢ érodkowej boku
AB tréjkata ABC wyraza sie wzorem

%\/ 2a2 + 2b% — 2,

analogicznie jest dla srodkowych pozostalych bokow. Ponadto srodkowe dziels sie
w stosunku 2 : 1 liczac od wierzcholka, wiec jesli S jest punktem przeciecia AM i BN,
to |AS| = 2|AM|i |BS| = 2|BN|. W takim razie

AM1BM <= |<ASB|=90° <= |AS|*> +|BS|* = |ABJ?
<~ 3{AM|* + 3|BN|* = |ABJ?
= H(—a®+20" +27) + $(2a® —0* +26%) = & = a® +b” =5

Zadanie B8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Dana jest nieskonczona szachownica, na ktérej stoja wilk i zajac, zajmujac pola
majace wspélny bok. Zajac porusza sie tak jak szachowy skoczek. Wilk porusza sie
o dokladnie trzy pola w przdd, tyt, lewo lub prawo. Wilk i zajac wykonuja ruchy
na zmiane, rozpoczyna zajac. Jesli wilk i zajac stana na tym samym polu, wilk zje
zajaca. Rozstrzygnaé, czy zajac ma strategie pozwalajaca uciec wilkowi na odleglo$é
wieksza niz 2023.

(Kazde pole szachownicy jest kwadratem o boku dlugoéci 1. Przez odleglosé miedzy wilkiem
1 zajgcem rozumiemy diugo$é odcinka lgczacego $rodki pdl, ktére zajmugg. )

Szkic rozwigzania. Nazwijmy ramkq prostokat zlozony z pél szachownicy, w ktérego
przeciwleglych polach naroznych znajduja sie wilk i zajac. Ruch zajaca zwieksza
obwdd ramki maksymalnie o 6. Niech wilk wykonuje skoki wzdluz nie mniejszego
z bokéw ramki, w strone zajaca. Rozwazmy dwie sytuacje po ruchu zajaca:

(1) Ramka ma bok o dlugosci co najmniej 4 — wtedy wilk zmniejszy jej obwod o 6.
(2) W przeciwnym razie mamy ramke 3 X a (a < 3) lub 2 x b (b < 2). W pierwszym
przypadku po skoku wilka otrzymamy 1 X a (zmniejszony obwdd o 4), a w drugim
2 x b (obwdd bez zmian).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze obwdd ramki nigdy nie przekroczy 18 (ramka
o obwodzie wigkszym od 12 ma co najmniej jeden bok dlugosci 4 lub wiecej), wiec
zajac nie moze uciec na odlegloéé¢ 2023.

Zadanie C1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

W tréjkacie ABC punkty M i N sa $rodkami bokéw, odpowiednio, BC i C'A. Punkt
S jest Srodkiem odcinka M N. Odcinki AS i BN przecinaja si¢ w punkcie P. Jaka
cze$é pola trojkata ABC stanowi pole tréjkata NPS?
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Szkic rozwigzania. Niech |AB| = ¢ i niech h bedzie wysokoscia opuszezona z wierz-
chotka C tréjkata ABC. Przez hy i hy oznaczmy, odpowiednio, wysokosci tréjkatéw
ABP i NPS, opuszczone z wierzchotka P. Poniewaz M N jest odcinkiem $érodko-
wym w tréjkacie ABC, mamy MN || AB i |[MN| = 3c. Stad [NS| = Lc. Z réwnosci
|CASN| = |4SAB|i|4xBNS|=|4<NBA| wynika, ze tréjkat SN P jest podobny do
tréjkata ABP w skali %. Mamy zatem h; = ih27 co wraz z rownoscia %h =hy+ ho
daje hy = -5h. Mozemy zatem obliczy¢ [NPS] = $|NS|hy = gsch = {;[ABC].

Zadanie C2 (autorzy: Malgorzata Bednarska-Bzdega i Bartlomiej Bzdega).

Na szachownicy o wymiarach 8 x 8 stoi n wiez, n goncéow i n skoczkdw, przy czym
zadna z tych figur nie atakuje zadnej z 3n — 1 pozostalych. Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwa wartosé n.

Szkic rozwigzania. Jest oczywiste, ze n < 8. Wieze zabieraja n kolumn i n wierszy,
wiec liczba pozostalych pdl jest réwna (8 —n)2. Jedli n > 5, to

(8—n)? <9< 10< 2n,

wiec ustawienie jest niemozliwe. Dla n = 4 ustawienie jest mozliwe. Mozna na przy-
ktad ustawié skoczki na polach A4, B4, C'4, D4, gonice na polach A8, B8, C8, DS,
a wieze na polach F1, F2, G6, HT.

Zadanie C3 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Liczby rzeczywiste z, y spelniaja warunek z2 + zy + y? + i = = +y. Udowodnié, ze
liczby x i y sa nieujemne.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze
1 3.2 1,2 2,1 1 3.2 1 1\2
sr=32"+ 3 Fy + 3Ty —5r—y=3 +(§x+y—5) =0,
wiec z > 0 i analogicznie y > 0.

Zadanie C4 (autor: Wojciech Wawréw).
Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczby calkowite a, b, ¢, d. Udowodnié, ze jesli

ab, cd, ac+ bd

sg liczbami podzielnymi przez n, to liczby ac i bd réwniez dziela sie przez n.

Szkic rozwigzania. Wykazemy nastepujacy

Lemat. Niech x, y, n beda catkowite i niech n # 0. Wéwcezas jedli n | z +y i n? | 2y,
ton|x,y.

Dowdd lematu. Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Przez t, u, v oznaczmy naj-
wigksze liczby naturalne, dla ktérych pt | n, p* | , p¥ | y. Z podzielnoéci n? | xy
otrzymujemy 2t < u—+ v, wiec t < u lub ¢t < v. Jesli zachodzi pierwsza z tych nieréw-
nodci, to pt | x; jesli druga, to p* | y. W obu przypadkach prowadzi to do wniosku
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pt | z,y, gdyz pt | * +y. Wobec dowolnosci p otrzymujemy n | z,y.

Wréémy do rozwiazania zadania. Podstawiajac x = ac i y = bd, otrzymujemy z za-
lozehi n | @ + y oraz n? | abed = (ac)(bd) = zy. Na mocy lematu n | z,y, wiec
n | ac, bd.

Zadanie C5 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Ali i Baba znalezli 2n perel, kazda o innej wartosci nalezacej do zbioru

{1,2,4,8,...,22n 11,

Uméwili sie na nastepujacy podzial znaleziska. Najpierw Ali nawinie perly na nié
w dowolnej kolejnosci, robigc z nich naszyjnik. Nastepnie Baba przetnie naszyjnik
w dwoch miejscach, na dwa sznury po n perel. Na koncu Ali wybierze dla siebie
jeden z tych dwoéch sznuréw, a drugi sznur wezmie Baba. W zaleznosci od liczby
naturalnej n > 1 wyznaczy¢ najwieksza liczbe m o nastepujacej wlasnosci: Ali moze
sobie zagwarantowaé sznur peret o warto$ci co najmniej m, niezaleznie od tego, co
zrobi Baba.

Szkic rozwigzania. Rozwiazanie opiera si¢ na nastepujacym fakcie:
2042 4224 4 2F =02k 1 <2k

7 tej nieréwnosci wynika, ze kazda perla jest drozsza od wszystkich tanszych od niej
razem wzietych. Zalézmy, ze Ali i Baba graja optymalnie. W takim razie:
(1) Ali, niezaleznie od cigcia Baby, wybierze sznur z perta o wartosci 227~ 1;
(2) Baba, rozcinajac naszyjnik, rozdzieli perty o wartoéci 2271 i 2272,
7 powyzszego wynika, ze Ali nie moze zyska¢ wiecej niz
2277,71 4 227173 + 2277,74 L+ 2n — 27’7,71(3 . 277,71 - 1)
7 drugiej strony, taka sume gwarantuje mu nastepujacy naszyjnik:

1,2,4,...,2"n71 2202 | 92n=1 92n=3 92n—4 on

Baba ma tylko jedno ciecie, ktérym rozdziela dwie najcenniejsze perly (zaznaczone
pionowsg kreska) i prowadzi ono do wyzej opisanego zysku Alego.

Zadanie C6 (autor: Michal Redmer).
Odcinki AD, BE i CF sa wysoko$ciami trdjkata ostrokatnego ABC' i przecinaja sie¢
w punkcie H. Punkty K, L, M leza, odpowiednio, na odcinkach BC, CA, AB oraz

HK1FEF, HLI1FD, HM1DE.

Udowodnié¢, ze odcinki AK, BL i CM przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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Szkic rozwigzania. Niech «, B, v beda katami tréjkata ABC przy wierzchotkach,
odpowiednio, A, B, C. Przedluzmy odcinek M H do przeciecia DE (pod katem pro-
stym) w punkcie P. Z réwnosci katéw |- ADB| = | < AEB| wynika, ze na czworokacie
ABDEFE mozna opisa¢ okrag. Otrzymujemy
|SAHM| = |<PHD| =90° — |xPDH| = 90° — |<ADE]
=90° — |<ABE| = |<BAE| = a.

Analogicznie dowodzimy, ze |[<BHM| = 8. Wynika z tego, ze

|AM|  3|AM|-|FH| [AMH] 3|AH|-|MH|sina |AH|sina
\MB| ~ iBM|-|FH| [BMH] }|BH| -|MH|sin3 |BH|sinp’

. . . |[BK| __ |BH|sinp . |CL| __ |CH|sin~y .
Analogicznie obliczamy [KC] = [CHlsny | [CI] = [AH|sma" Teza wynika natych-

miast z twierdzenia Cevy.

Zadanie C7 (autor: Patryk Zubilewicz).
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagle f : R — R, ktére spelniaja rownanie

fle=1w)=rf)+flz+y)
dla wszystkich z,y € R.

Szkic rozwigzania. Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcje f(z) = 01 f(z) = —2=z
spelniaja dane réwnanie. Wykazemy, ze nie ma innych.

Niech ¢ = f(0). Podstawiajac x = ¢ i y = 0, otrzymamy f(c — f(0)) = f(0) + f(¢),
wiec f(¢) =0. Dlaz =y =0 mamy f(0— f(0)) = f(0)+ f(0), a zatem f(—c) = 2c.
Wreszcie dla ¢ = ¢ i y = —c otrzymujemy f(c — f(—c)) = f(—c) + f(c —¢), co daje
2¢ = 3¢, czyli f(0) = ¢ = 0. Teraz rozwazymy dwa przypadki:

(1) Jedynym miejscem zerowym funkcji f jest 0. Podstawiajac = y + f(y), otrzy-
mamy f(y) = f(y) + 2y + f()), wice f(2y + f(y)) = 0. Z jedynosei miejsca
zerowego funkcji f mamy f(y) = —2y.

(2) Funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe t # 0. Dla y = t otrzymujemy
fla—=f@) =f)+ f(x+1), czyli f(z) = f(x +t). Funkcja f jest zatem okresowa,
a wiec jest ograniczona jako funkcja ciggla. Podstawiajac x = 0, otrzymamy réwna-
nie f(0 = f(y)) = f(y) + f(0+y), czayli f(—f(y)) = 2f(y). Oznacza to, ze jesli yo
jest wartoscig funkcji f, to 2y réwniez — indukcyjnie 2™y jest wartoscia funkcji f.
Wobec ograniczonosci f, jedyna jej wartoscia jest 0, a wiec f(z) = 0.

Zadanie C8 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna n o nastepujacej wlasnosci:

istniejg takie liczby catkowite dodatnie ay,as,. .., ay,,
ze dla kazdej pary réinych liczb i,j € {1,2,...,n}
zachodzi réwnosé NWD(a;, a;) = |a; — a,],

lub udowodnié, ze najwieksza taka liczba n nie istnieje.
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Szkic rozwigzania. Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2
takie liczby aq,as,...,a, istnieja. Dla n = 2 wystarczy wzia¢ a1 = 11 as = 2.
Ustalmy n > 2 i zalézmy indukcyjnie, ze a1 < as < ... < a, spelniaja powyzsze
warunki. Niech

ag =0, A=aas3...an,, bj=A+a;dlai=0,1,2,...,n.

Wtedy by < by < by <...<b,. Niech 1 < i < j < n.Namocy algorytmu Euklidesa
i zalozenia indukcyjnego

NWD(bj, bl) = NWD(A + aj, A + ai) = NWD(aj — Qj, A + ai)
= NWD(NWD(a;,a;), A + a;) = NWD(a;, a;)
=a; —a; = (A—l—aj)—(A—&—ai) :bj—bi,

co konczy krok indukcyjny.

Autor sprawozdania: dr Bartlomiej Bzdega;
recenzentka: Malgorzata Bednarska-Bzdega.
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