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Organizacja konkursu

Pietnasta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie¢ w roku szkolnym
2023/2024. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje WLM wspiera Oddziatl Poznanski Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickie-
wicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zainteresowanymi. Zrédlem aktu-
alnych informacji jest strona internetowa wlm.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM
na Facebooku. Uczniowie uczestniczyli w konkursie w trzech nastepujacych katego-
riach:

e Junior (9 uczestnikéw) — uczniowie klas 7 i 8 szkol podstawowych;
e Senior (32 uczestnikéw) — uczniowie klas 1 i 2 szkdl érednich;

o Weteran (13 uczestnikéw) — uczniowie klas 3, 4 1 5 szkot Srednich.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca. Kazdy z zestawdw
liczyt po 8 zadan z réznych dzialéw matematyki, przy czym juniorzy rozwiazywali
zadania 1-4, seniorzy 3-6, a weterani 5-8. Rozwiazania oceniane byly przez Komisje
WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymac¢ od 0 do 10 punktéw.
W kilka dni po zakoniczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawéw na
stronie internetowej WLM ukazywal sie aktualny ranking uczestnikow.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega;
wiceprzewodniczacy: dr Jedrzej Garnek.

e Zespol oceniajacy prace uczestnikdw:
dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega, Kacper Bem, dr Jedrzej Garnek,
Patryk Matusiak, dr Piotr Mizerka, mgr inz. Sylwester Swat.

e Zespél przygotowujacy zestawy zadan:
dr Bartltomiej Bzdega, Michal Redmer, Patryk Zubilewicz.



Wyniki konkursu — Juniorzy

Nagrody I stopnia
Paulina Berlinska (119)

Uczennica 7 klasy Szkoty Podstawowej nr 38 w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Julian Kuryltowicz-Kazmierczak (102)
Uczen 6 klasy szkoly podstawowe;j.

Aleksander Dembny (101)

Uczen 7 klasy Szkoty Podstawowej nr 89 im. Krzysztofa Kamila Baczynskiego w Poznaniu.
Wyréznienie

Maksymilian Sliwinski ~(49)
Uczen 7 klasy szkoly podstawowe;j.



Wyniki konkursu — Seniorzy

Nagrody I stopnia
Aleksandra Zyniewicz (119)

Uczennica 2 klasy VIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.

Szymon Anders (116)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdélnoksztalcacego w Poznaniu.

Michatl Wojkiewicz (115)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia
Adam Wiatr (106)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Piotr Przysuszynski (92)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Aryna Shramianok (91)

Uczennica 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienie
Igor Kuzemko (80)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.



Wyniki konkursu — Weterani

Nagroda I stopnia

Karol Musieliniski  (108)

Uczen 4 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.
Nagroda III stopnia

Tymoteusz Bultrowicz (61)

Uczen 4 klasy XXXVIII Liceum Ogélnoksztatcacego w Poznaniu.
Wyrdznienia

Maciej Grajdek (41)

Uczen 3 klasy III Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Zuzanna Osses (39)
Uczennica 3 klasy VIII Liceum Ogdélnoksztatcacego w Poznaniu.



Zadania i szkice rozwigzan

Zadanie A1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Liczby nieujemne z, y i z spelniaja nieréwnosci:

2<z+y <3, 4<y+2<5.
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartosé z + x.
Szkic rozwigzania. Zachodza nieréwnosci
1<d—rx—y<4d—y<z<er+z<r+2+2y=_8.

Wartosé 1 jest osiagalna dla trojkiz =0,y =3, 2 =1, a warto$¢ 8dlax =3, y = 0,
z =05.

Zadanie A2 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Punkt P lezy wewnatrz prostokata ABC D i spelnia réwnosci:

|DP| = |AB], |CP| = |BC|.
Udowodnié, ze |[xABP| < 22.5°.
Szkic rozwigzania. Niech |<CDP| = ¢ < 90°. Obliczamy kolejno
|<DCP| = 90° — Lo, |BCP| = 3.
Analogicznie |SABP| = 1|4BCP| = 1¢ < 22.5°.

Zadanie A3 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Kazda liczbe catkowita pomalowano na pewien kolor. Wiadomo, ze dla kazdej pary
a, b liczb catkowitych liczby a + b i a — b maja ten sam kolor. Jaka jest najwieksza
mozliwa liczba koloréw, ktére wykorzystano?

Szkic rozwigzania. Jedli x 1 y sa tej samej parzystosci, to dla

a=(@+y)/2, b=(x-y)/2

mamy r = a+biy = a—0b. 7Z tego wynika, ze mozna uzy¢ najwyzej dwbch
koloréow. Kolorowanie za pomocg dwoch jest mozliwe: jednym liczby parzyste, drugim
nieparzyste.



Zadanie A4 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Wyznaczyé wszystkie pary (a, b) liczb calkowitych dodatnich, spelniajacych réwnosé

2NWW(a, b) + 3NWD(a, b) = 4a + b + 6.

Szkic rozwigzania. Niech d = NWD(a,b) oraz a = dA, b = dB. Wbéwczas mamy
NWW(a,b) = dAB. Po podstawieniu do danej réwnosci otrzymujemy

2dAB + 3d = 4dA + dB + 6,
réwnowaznie 6
(2A-1)(B-2)= i 1€{0,1,2,5}.
Rozwazamy kazda mozliwosé z osobna:

(1) 2A-1)(B—2)=0. Wtedy d = 6 i B = 2, wiec b = 12. Liczby A i B musza
by¢ wzglednie pierwsze, wiec A = 2n — 1 dla pewnego calkowitego dodatniego mn.
Otrzymujemy (a,b) = (12n — 6,12).

(2) (2A—1)(B—2)=1. Tutaj d =3 oraz A =1, B = 3, wiec (a,b) = (3,9).
(3) (2A—-1)(B —2) = 2. Wéwczas d =2 oraz A =1, B = 4, wiec (a,b) = (2,8).

(4) (24 -1)(B —2) =5. W tym przypadku d =1 oraz A =1, B =T albo A = 3,
B = 3 (ale wtedy NWD(A, B) > 1). Stad (a,b) = (1, 7).

Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie otrzymane pary spetniaja poczatkowe zato-
zenia.

Zadanie A5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Funkcja f: R — R jest rosnaca. Dowiesé, ze jesli z € (a,b), to

ab+z* + f(a)f(b) + f(z)* < z(a+b) + f(z)(f(a) + f(D)).

Szkic rozwigzania. Teza jest rownowazna nierownosci

0<(b—a)(@—a)+ (f(b) - f(2)(f(z) - f(a)),

ktora jest prawdziwa, bo a <z < bi f(a) < f(z) < f(b).



Zadanie A6 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag, przy czym |AB| = |BD| i |CD| = |DE|.
Odcinki AD i BFE przecinaja sie w punkcie X, odcinki AC' i BD w punkcie Y,
a pétproste AC™ i ED™ w punkcie Z. Udowodnié, ze prosta X Z przechodzi przez
$rodek odcinka DY

Szkic rozwigzania. Punkt X lezy na przecieciu sie dwusiecznych katéw AEZ i EAZ,
wiec prosta ZX jest dwusieczng kata AZFE. Przyjmijmy, ze katy wpisane oparte
na lukach DE i AB (oraz lukach przystajacych) maja miary, odpowiednio, a i (.
Wéwezas |9 ZY D| = a+ [ (kat zewnetrzny tréjkata ADY'). Ponadto

|9YDZ| = |9ADZ| - =a+2B8—-F=a+ 3

(kat ADZ jest zewnetrzny w trojkacie AED). Tréjkat Y DZ jest réwnoramienny,
wigc dwusieczna kata Y Z D przecina podstawe DY w potowie.

Zadanie AT (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Na plaszczyznie lezy pewna (skoficzona) liczba okregéw, przy czym zadne dwa z nich
nie sa styczne i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Kazdy punkt,
ktory nalezy do pewnego okregu i lezy we wnetrzu nieparzystej liczby okregdw,
pomalowano na zielono. Wszystkie punkty przeciecia si¢ okregdéw rowniez sa zielone.
Dowie$é, ze zbior zielonych punktéw mozna podzieli¢ na parami rozlaczne krzywe
zamkniete bez samoprzecieé.

Szkic rozwigzania. Niech punkty przeciecia sie okregéw beda wierzchotkami grafu,
a zielone tuki — jego krawedziami. Otrzymany graf ma kazdy wierzcholek stopnia 2,
wiec jest suma parami roztacznych (wierzchotkowo i krawedziowo) cykli.

Zadanie A8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p o nastepujacej wlasnosci:

Dla kazdego r € {1,2,...,p — 1} istnieja takie liczby calkowite a i b niepodzielne
przez p, ze liczba a? + b? daje reszte r z dzielenia przez p.

Szkic rozwigzania. Nietrudno sprawdzié, ze liczby 2, 3 i 5 nie spelniajg postawionego
warunku. Dalej bedziemy zakladaé, ze p > 7.

Rozwazmy dowolng reszte kwadratowa r modulo p. Niech z bedzie odwrotnoscia 5
modulo p. Wowczas dla pewnego catkowitego ¢, niepodzielnego przez p, mamy

r=c? = (5z¢)® = (3cx)? + (4ex)?  (mod p).

Kolej na reszty niekwadratowe — niech s bedzie dowolng sposrdéd nich. Przez K
oznaczmy zbidr wszystkich reszt kwadratowych wraz z zerem; |K| = (p + 1)/2.
Zbiory K i{s—1:1 € K} maja lacznie p+ 1 elementéw, wiec istnieja takie k,l € K,
ze k = s — [ (mod p). Réwnowaznie s = k + 1 = a? + b (mod p) dla pewnych
catkowitych a, b. Ponadto p 1 a, b, bo inaczej s byloby reszta kwadratowa.



Zadanie B1 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Wybrano dwie liczby naturalne dwucyfrowe, mniejsze od 50. Na tablicy napisano,
jedno za drugim: iloczyn tych liczb, ich sume oraz 01. W ten sposéb powstala jedna
liczba naturalna (na przyktad dla liczb 34 1 27 mamy 34 - 27 = 918 i 34 + 27 = 61,
wiec otrzymamy liczbe 9186101). Uzasadnié, ze powstala liczba jest zawsze zlozona.

Szkic rozwigzania. Niech a i b bedg wybranymi liczbami. Liczba a+b jest dwucyfrowa,
wiec liczba zapisana na tablicy jest rowna

1+ 100(a + b) + 10000ab = (1 + 100a)(1 + 100b).

Oba czynniki sg naturalne i wieksze od 1, wiec jest to liczba zlozona.

Zadanie B2 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia. Wiadomo, ze liczby /n i v/n + 1 maja
taka samg pierwsza i druga cyfre po przecinku w zapisie dziesietnym. Udowodnié,
ze n > 2024.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy najpierw, ze

Vn+1—+/n= !

7<77
vn+1l+yn 2

wigc vn—vn+1< 1—(1)0 na mocy tresci zadania. Wobec tego

1 1 1
— >Vn+1l-yn= > ,
100~ V" v Vntl+yn 2vntl

zatem n > (100/2)? — 1 = 2499 > 2024.

Zadanie B3 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Pieciokat wypukty ABCDE i punkt P lezacy na odcinku C'D spelniaja warunki:

BC | AP || DE, CD|BE, AE| BP.

Dowiesé, ze pole czworokata APDFE i pole tréjkata ACE sa réwne.
Szkic rozwigzania. Niech @) bedzie punktem przeciecia AP i BE. Woéwczas

[APDE] — [AQE] = [DEQP).
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace rownosci:
[EQC] = [EQP] = [AQB] = [AQC].
Wynikaja one, odpowiednio, z réwnolegloéci PC' | EQ, BP || AE, BC || AQ. Stad
[ACE] - [AQE] = [AQC] + [EQC] = 2[EQP] = [DEQP],
gdyz czworokat DEQP jest rownloegtobokiem.



Zadanie B4 (autor: Bartlomiej Bzdega).

Na morzu lezy 10 wysp, pomiedzy kazdymi dwiema z nich jest dwukierunkowe po-
taczenie lotnicze w cenie bedacej liczba naturalng od 1 do 9 koron. Zachowane sg
przy tym nastepujace reguly:

e cena przelotu z wyspy A na wyspe B jest zawsze taka sama, jak cena przelotu
z wyspy B na wyspe A;

e dla kazdych trzech réznych wysp A, B, C ceny wszystkich nastepujacych prze-
lotéw: z A na B, z B na C oraz z C na A sa rézne.

Turysta zamierza odwiedzi¢ kazda z tych wysp dokladnie raz, przy czym moze on
zaczaé podréz na dowolnej wyspie i skonczyé na dowolnej innej. Udowodnié, ze moze
on tak zorganizowaé podrdz, by zaplacié¢ za przeloty tacznie nie wiecej niz 15 koron.

Szkic rozwigzania. Rozwazmy graf, w ktérym wierzchotkami sa wyspy, krawedziami
— polaczenia, a wagami krawedzi — ceny polaczen.

Postawione warunki sa réwnowazne temu, ze dla w = 1,2,...,9 krawedzie z waga
w tworza skojarzenie pelne. Pokolorujmy na czerwono krawedzie z wagami 1 i 2.
Tworza one podgraf 2-regularny, wigc jest on suma roztacznych cykli. Te cykle maja
parzysta dtugos$¢, bo krawedzie z wagami 1 i 2 wystepuja w nich naprzemiennie. Sg
tu dwie mozliwosci.

(1) Czerwone krawedzie tworza cykl Hamiltona. Wtedy usuwamy z niego dowolna
krawedz z waga 2 i otrzymujemy Sciezke Hamiltona o tacznej wadze 13.

(2) Mamy dwa czerwone cykle — nazwijmy je: (ABCD) o dlugosci 4 i (EFGHIJ)
o dlugoéci 6. Powiedzmy, ze krawedzie CD i EF maja wage 1. Wtedy DA i JE maja
wage 2. Z wierzchotka D wychodzg krawedzie z wagami 3 i 4; co najwyzej jedna
z nich jest krawedzia BD, wiec wierzcholek D jest polaczony z cyklem (EFGHIJ)
krawedzia o wadze 3 lub 4. Bez straty ogdélnosci niech bedzie to krawedz DE. Wtedy
Sciezka ABCDEFGHIJ ma wage najwyzej 15.

10



Zadanie B5 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Liczby a i b sg catkowite dodatnie. Wykazaé, ze liczba 14 4 15 nie jest kwadratem
liczby naturalne;j.

Szkic rozwigzania. Rozwazmy réwnanie n? = 14% +15°. Mamy n? = (—1)¢ (mod 3),
wiec a = 2k dla pewnego k € Z,. W szczegdlnosci a > 2, wiec n?2 = (—1)° (mod 4),
zatem b = 2l dla pewnego [ € Z. Z réwnosci

15° = n? — 14%% = (n + 14F)(n — 14%)
otrzymujemy
n+ 148 =30hsbz o 14F =305 by b = by + B, =D
Po odjeciu stronami dostaniemy
2. 14F = gb15bz _ 3bisbe,
Lewa strona nie dzieli si¢ przez 3 i przez 5, wiec 2 - 14* jest jedna z liczb:
1—15°, 3b — 5, 50 — 3, 15° — 1.
Pierwsze dwie sg ujemne. Pozostale rozwazymy osobno.
(1) 2-14F =5 — 30 = (5! + 3!) (5! — 3), wiec
5lygl=alrk: 5l _gl_okithy b 4K =k41, kot kh=k
Po dodaniu i odjeciu stronami:
2.5 = oki7h2 okigky 9. gl — ghighe _ oki7hs

Lewe strony obu réwnosci nie dzielg si¢ przez 7, wiec ko = 0 albo k4 = 0. Ponadto
lewe strony maja 2 w wyktadniku 1, wiec k; = 1 lub kf = 1. Liczba 2 - 3! jest wiec
réwna jednej z liczb:

2 — 14, ok _ 9.7k 2.7k — 9k, 14% — 2.
Pierwsze dwie s ujemne. W trzecim przypadku otrzymujemy 0 = 2-5! = 2.7F 42k =

2k 4 2k = 3.2 £0 (mod 5), a w czwartym 0 =2- 5! = 14 + 2 = (-1)F + 2 #£0
mod 5) — sprzeczno$c.
( D

(2) 2-14% = 15° — 1 = (15" — 1)(15! + 1). Rozumujac analogicznie jak poprzednio,
otrzymamy
2150 = oki7ke y okigky 9 — okigka _ okigky

przy czym ko = 0 albo kb = 0 oraz k1 = 1 lub k¥ = 1. Stad 2 powinna byé réwna
jednej z liczb:

2 — 14F, ok — 9.7k 2.7F — ok, 14% — 2,

ale pierwsze dwie sa ujemne, a pozostalte sa wieksze od 2 — sprzecznos¢.
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Zadanie B6 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Wyznaczy¢é najmniejsza stala ¢ o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego catkowitego
dodatniego n w sumie

1+3+1+...+12

n
mozna zmienié¢ czes¢ znakéw + na — w taki sposéb, by otrzymaé wyrazenie o wartosci
bezwzglednej nieprzekraczajacej -7 ; lub udowodnic, ze taka stala nie istnieje.

Szkic rozwigzania. Szukana staly jest ¢ = 93.

Niech S,, bedzie najmniejsza mozliwa wartoscig bezwzgledna utworzonego wyraze-
nia. Latwo si¢ przekonaé, ze

60 52 7
1 2

Roéwnie tatwo sprawdzi¢, ze dla n < 4 zachodzi nieréwnos¢ S, < % Wykazemy
indukcyjnie, ze dla n > 7 zachodzi nieréwnosé¢ S,, < %
Warunkami poczatkowymi sa:

1113
1 1 1 1 1|
Si<ll-s—5-i-5+5+7l=5 <=
13 1.3
1 1 1 1 1 1 1|
Ss<ll-3-3-i+5+5-7-sl=g5<

Krok indukeyjny (dla n > 7) przebiega nastepujaco. Oznaczmy
1 1 1

n+l n+2 m+)n+2)

n

Wowcezas, w zaleznosci od tego czy S, < A,, czy na odwrdt, otrzymujemy:

(n+2)Sp40 < (n+2)%[S, — Ay
B { (n+2)%(A, — Sy) < (n+2)2A, = 2
(n+2)%*(Sn —A,) < 1
< 1.3.
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Zadanie B7 (autor: Michal Redmer).

Odcinek AD jest srednica okregu w opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC', w kto-
rym |AB| < |AC|. Punkt K lezy na odcinku AC i spelnia réwnos$é |BK| = |CK]|.
Proste AC i BD przecinaja siec w punkcie L. Okrag opisany na tréjkacie BK L prze-
cina okrag w w punktach B i M. Dowieé¢, ze styczne do okregu w w punktach D i M
przecinaja sie na prostej BC.

Szkic rozwigzania. Niech S bedzie biegunem prostej BC' wzgledem okregu w. Ponie-
waz SK 1 BC, mamy

|4SKL|=90° — |sACB| = 90° — |4 ADB| = | BAD| = |4SBL|,

przy czym ostatnia rownos¢ wynika z twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwa.
Punkty B, K, M, S, L leza zatem na jednym okregu. Wobec tego

|$BMS| = |4BKS|=|4xSKL| =|4BAD| = |<BMD|.

Wynika stad, ze punkty M, D, S sa wspétliniowe. Z prawa wzajemnosci biegunowej
dla okregu w, biegun prostej M D lezy na biegunowej punktu .S, czyli na prostej BC.

Zadanie B8 (autor: Bartlomiej Bzdega).

W przestrzeni danych jest n > 2024 zielonych prostych oraz punkt P, ktéry jest
oddalony od kazdej z tych prostych o nie wiecej niz 1. Dowiesé, ze odlegltosé pomiedzy
pewnymi dwiema zielonymi prostymi jest mniejsza niz %

Szkic rozwigzania. Niech €1, o, . .. ¢, beda zielonymi prostymi. Oznaczmy najmniej-
sz z odlegloéci pomiedzy ¢; i £; dla i # j przez d = 2r. Niech s bedzie sfera o érodku
P i promieniu R = 1 4 r oraz niech W, bedzie nieskonczonym walcem bez brzegu,

o promieniu riosi{;, dlai=1,2,...,n. Walce Wy, W5, ... W, sa parami rozlaczne,
wiec ich wspdélne czesci ze sfera s réwniez maja te wlasnosc.
Niech d; oznacza odlegto$é¢ prostej ¢; od punktu P dla ¢ = 1,2,...,n. Poniewaz

d; +r <1+ r = R, cze$¢ wspdlng s N W; stanowia dwa rozlaczne obszary, kazdy
o polu wiekszym niz 7mr2. Lacznie jest 2n parami rozlacznych takich obszaréw na
sferze s. Wynika z tego, ze

o2n - mr? < ATR? = 4n(1 4 1)
Po przeksztalceniach otrzymujemy

B3
NG

gdyz dla n > 2024 zachodzi nieréwnosc

— /2 1 1 2 2.
VR-v2 - 9 _29 ?

d=2r<

= > = =
Vvn n/2 V1012 ~ 30 3




Zadanie C1 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Dana jest szachownica o wymiarach 12 x 12, kazde jej pole jest kwadratem o boku 1.
Pola sa pomalowane na czarno i bialo w sposéb tradycyjny — kazde dwa pola majace
wspdélny bok sa réznych kolorow. Te szachownice rozcieto na trapezy prostokatne o
wysokosci 1 oraz podstawach 2 i 1. Skutkiem tego niektére z pdl zostaly rozciete
wzdtuz przekatnej. Uzasadni¢, ze liczba rozcigtych biatych pdl i liczba rozcietych
czarnych pél sg réwne.

Szkic rozwigzania. Jesli x jest liczba trapezéw zajmujacych cale pole czarne i pél
bialego, a y — na odwrét, to liczba przecietych bialych pdl jest réwna z/2, a liczba
przecietych czarnych — y/2. Liczba p6l biatych jest taka sama, jak liczba pdl czar-
nych, wiec x + %y =y+ %x, co daje x = y.

Zadanie C2 (autor: Bartlomiej Bzdega).
Czy istniejg takie liczby pierwsze p, q, r (niekoniecznie rézne), ze liczby

pq+1, qr+1, rp+1

sg kwadratami liczb naturalnych? Uzasadnié¢ odpowiedz.

Szkic rozwigzania. Bez utraty ogdlnosci niech p < ¢ < r. Zapiszmy
qr+1=ad? rp+1 =0 pg+1=2c%
Roéwnowaznie:
qgr = (a—1)(a+1), rp=({b-1)(0b+1), pg=(c—1)(c+1).
Stad, poniewaz a, b, ¢ > 3, na mocy jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze,
p=c—1=b-1, g=a—1=c+1, r=a+1=c+1.

7 pierwszej i trzeciej réwnosci otrzymujemy a = b = ¢, ale jest to sprzeczne z druga
rownoscia. Takie liczby p, g, r nie istnieja.

Zadanie C3 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Liczby rzeczywiste x i y spelniaja nastepujaca rownosé:

6(z% +y?) = 5(x +y) + 4wy — 3.
Udowodnié, ze x > % lub y > %
Szkic rozwigzania. Zachodza nastepujace réwnosci:
w4y =602 +y°) -4z +y) - 4oy +3
=4a? —dox +1+4y —dy+1+2(2% — 20y +9%) + 1
=2c -1+ 2y —1)2+2(x—y)* + 1.

Wynika z nich, ze x +y > 1, czyli x > % lub y > %
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Zadanie C4 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Pélproste AB™ i DC™ przecinaja sie w punk-
cie P, a polproste BC™ i AD™ w punkcie Q. Punkty K, L, M, N leza, odpowiednio,
na odcinkach AP, DP, BQ, AQ i spelniajg réwnosci:

|PK|=[AB|,  |PL|=|CD[,  |@M]|=|BC|, |Q@N|=|AD|.

Udowodnié, ze |[KN| = |LM].
Szkic rozwigzania. Rozwazmy taki punkt E, zeby czworokat BC DE byt réwnoleglo-
— —

bokiem. Wtedy AABE = AKPL (bkb), z czego wynika, ze AF = K L. Analogicznie
— —_—

dowodzimy, ze AE = NM. Odcinek LM jest zatem obrazem odcinka KN w trans-
—

lacji o wektor AE, wiec |KN|= |LM|.

Zadanie C5 (autor: Bartlomiej Bzdega,).
Niech n > 5 bedzie liczba naturalng. Na zielono pokolorowano k sposréd przekatnych
n-kata foremnego. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé k, jesli:

(a) kazde dwie zielone przekatne sie przecinaja;
(b) kazde dwie zielone przekatne maja punkt wspélny.

(Uwaga. Koniec przekgtnej nalezy do niej, wiec moze byé punktem wspdlnym dwéch przekqt-
nych. Przekgtne przecinajgce sie to takie, ktére majqg punkt wspélny rézny od ich koricéw.)

Szkic rozwigzania. Niech A1 As ... A, bedzie n-katem foremnym.

(a) k = |n/2]. Wiecej nie moze by¢, bo kazda przekatna ma dwa inne konce. Kon-
strukcja: A; A dlai=1,2,... k.

(b) k = n. Wiecej nie moze by¢, bo kazda z przekatnych n-kata foremnego jest réw-
nolegta do jednej z prostych: A1 As, A1 A3, ..., A1 A, lub A, Ay, zatem wéréd wiecej
niz n przekatnych znalaztyby sie pewne dwie réwnolegle. Konstrukcja: A; Ay dla
k= 3,47 ceey,n— 1 oraz AnA27 AnAg, AnflAQ.
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Zadanie C6 (autor: Patryk Zubilewicz).
Dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej n wyznaczyé wszystkie ciagi (a1, ag,...,ay)
liczb catkowitych dodatnich, ktére spetniaja nastepujace dwa réwnania:

ai-ag:... G, =N, 1a1—|—2a2—|—...+nan:n2.

Szkic rozwigzania. Dla n = 1 mamy jedno rozwiazanie: (a) = (1). Dalej zakladamy,
zen > 1.

Niech my, ma, ..., my beda indeksami, niekoniecznie kolejnymi, dla ktérych a,,, > 1
(pozostale a; sa réwne 1). Oznaczmy b; = a,, dlai =1,2,..., k. Réwnosci z zadania
sg réwnowazne rownosciom

biby...by =n, ml(bl — 1) +m2(b2 — 1) + —l—mk(bk — 1) = %’I’L(’I’L— 1), (1)

przy czym by, ba, ..., bx = 2. Rozwazmy najpierw przypadek k = 1 — woéwczas by = n
im; = %n Mamy zatem rozwiazanie a,/, = n oraz a; = 1 dla j # %n

Dalej zaktadamy, ze k > 2. Niech S = by +ba+. ..+ by; oczywiscie S > 2k. Z drugiej
réwnosci (1) wynika, ze n(S — k) > in(n — 1), réwnowaznie

25 — 2k + 1> bi1by...bg. (2)
Bez straty ogdlnosSci mozemy przyjaé, ze by jest najwieksza z liczb by1,bo,. .., bg.
Z nieréwnosci (a + x)(b — x) < ab, prawdziwej dla a > b i 2 > 0, wynika, ze jesli
zwiekszymy by o pewna nieujemng stala, a jedna z liczb b; o te stala zmniejszymy,
to iloczyn biby . .. by nie zwigkszy sie. Wnioskujemy z tego nieréwnosé
bibo...bp > (b1 +(ba—2)+ ...+ (bp—2))-2-2-...-2=2""1(S -2k +2).
Na mocy (2) oraz powyzszej réwnosci otrzymujemy
25 — 2k +1>2F1(S — 2k +2),

a po przeksztalceniu

212k —2) =2k +1 > (21 —2)5 > (2" —2) - 2k.

Musi byé¢ zatem 2k + 1 > 2%, co nie jest prawda dla k > 2.

Mozemy juz zrezygnowaé z zatozenia, ze by jest najwicksza z liczb by, 0o, ..., bk.
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Pozostaje zatem rozwazy¢ k = 2. Nier6wnos¢ (2) jest wtedy rownowazna nieréwnosci
(b1 —2)(by — 2) < 1. Mozemy bez straty ogélnosci przyjaé by = 2 — wtedy by = n/2 i
n > 4 jest parzyste. Po podstawieniu do réwnosci (1) otrzymamy m; (% — 1) +mg =

%n(n — 1), a po przeksztalceniu

mg —my = §(n—1-mq).

Poniewaz m; i ms sa réznymi liczbami ze zbioru {1,2,...,n}, mamy n—1—m; = £1.
Sa zatem dwie mozliwo$ci:
m = n-—2 mi; = n
3 lub n
me = 5n—2 my = 3.
Pierwsza z nich jest mozliwa tylko dla n = 4, bo dla n > 4 mamy %n -2 > n.

Otrzymujemy wiec nastepujace rozwiazania: a, 2 = 5, as,/2—2 = 2 (pozostale
réwne 1) dla n = 4 oraz a, = %, a, /o = 2 (pozostale réwne 1) dla n > 4. Dlan =4
pierwsze rozwiazanie jest takie samo, jak drugie.

Ostatecznie istnieja nastepujace ciagi spelniajace zadane réwnosci:
dlan =1: (1);

dlan =2:(2,1);

dla parzystych n > 4:

L1, 1,n1,1,...,1], 111,21, 1,0
—_—— Y —_— Y

n/2—1 n/2 n/2—1 n/2-1

Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie wymienione ciagi spelniaja wymagane wa-
runki.
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Zadanie C7 (autor: Bartlomiej Bzdega,).

W kazdym polu kwadratowej tabeli 3 x 3 znajduje si¢ liczba rzeczywista. W kazdym
wierszu iloczyn wpisanych liczb jest réwny P. W kazdej kolumnie wpisane liczby od
géry do dotu tworza niestaly tréjwyrazowy ciag arytmetyczny, przy czym réznice
tych ciagéw naleza do przedziatu [—1, 1]. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci P.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze warto$¢ P = 0 jest osiagana — wystarczy wziaé
tabele o wierszach [—2, —1,0], [-1,0,1], [0, 1, 2]. Jezeli ponadto mozliwe jest P = Py,
to mozliwe jest kazde P = P € [—Py, Py] \ {0} — mozna pomnozy¢ wszystkie liczby
w tabeli z P = Py przez {/Pi/Py. Znajdziemy zatem najwigksza mozliwa warto$é
P = Ppax 1 woéwczas odpowiedzia bedzie przedzial [— Ppax, Pmax)-

Poszukamy teraz tabeli z najwigkszym |P|. Jeli w jakiej$ kolumnie mamy réznice
ciagu r < 1, to mozemy pomnozy¢ te kolumne przez 1/r bez naruszania wymaganych
wlasnosci tabeli. Warto$é |P| moze woéwczas jedynie wzrosnaé. Z tego wynika, ze
poszukiwana tabela, bez straty ogdlnosci, wyglada nastepujaco:

r—1|y—1]z2z—-1
x Y z
c+1 | y+1|z+1

Poréwnujac iloczyny, otrzymamy réwnodci:
ryz —yz—zx —xy+r+y+z—l=ayz=ayz+yz+ze+aey+ax+y+z+1,
a po uproszczeniu i przeksztatceniach
(1) yz+ zz + ay = —1, 2)z+y+2=0, (3) 2+ 42 + 2% =2,

przy czym réwno$é (3) jest réznica kwadratu (2) i dwukrotnosei (1). Jesli ktéras
z liczb x, y, z jest réwna 0, to P = 0. Dalej niech z,y,z # 0. Z (2) wynika, zZe
mozemy bez utraty ogdlnosci przyjaé (w razie czego mnozac cala tabele przez —1),
ze z > 0 oraz x,y < 0. Wobec tego (z — 1)(y — 1)(z — 1) = zyz > 0, a wiec z > 1.
Na mocy (3) mamy

2=2-(22+1y?) <2- L +y)?=2- 12

zatem 1 < z < %\/g Po podstawieniu do (1) réwnosci z = —z — y otrzymamy
22 +xy+y? =1, awiec vy = (v +y)? — 1 = 22 — 1. Wobec tego
ryz = 2° — 2.

Na przedziale (1, % 3| jest to funkcja rosnaca zmiennej z, wiec osiaga dla z = %\/g
maksimum réwne %\/3 Wartosé ta jest osiagalna dla x =y = —% 3oraz z = %\/3

Zbior wszystkich mozliwych wartosci P jest zatem przedzialem [—%\/g, % 3|.
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Zadanie C8 (autor: Patryk Zubilewicz).

Punkt D jest érodkiem boku BC' réznobocznego trojkata ostrokatnego ABC. Dwu-
sieczne katéw CAD i BAD przecinajg odcinek BC' w punktach odpowiednio P i Q.
Okregi opisane na tréjkatach ABP i ACQ przecinajg sie w punkcie X £ A. Dowiesé,
ze 2|AX| > |AB| + |AC)|.

Szkic rozwigzania. Po dokonaniu inwersji wzgledem punktu A otrzymujemy naste-
pujace zadanie:

Na okregu opisanym na trdjkgcie ABC' lezy taki punkt D, ze AD jest symediang w
tym trdjkgcie. Punkt X jest $rodkiem okregu wpisanego w trojket BC'D. Wykazad,

. 2|AC|-|AB|

Niech a, b, ¢ beda dhugoéciami bokéw naprzeciw wierzchotkéw A, B, C' trojkata
ABC, za$ «, (3, v — miarami katéw przy tych wierzchotkach. Dodatkowo oznaczmy:
E — érodek tuku BC' z punktem A; M — érodek odcinka BC; K — punkt symetryczny
do A wzgledem M. Ponadto w trdjkacie ABK: R — spodek dwusiecznej kata ABK;
S — punkt stycznosci okregu wpisanego do odcinka AK; T' — spodek wysoko$ci opusz-
czonej z wierzchotka B.

Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze b > ¢. Wtedy |BK| = b > ¢ = |AB], po-
nadto |SABK| =7 — a > 7/2, wiec pozostale katy tréjkata ABK sa ostre. Punkty
K, M, R, S, T, A leza zatem w tej kolejnosci na odcinku AK. W szczegdlnosci
zachodzi nieréwno$é |BS| < |BR).

7 wlasnosci kata zewnetrznego w trdjkacie AMC', a nastepnie z izogonalnego sprze-
zenia $rodkowej i symediany, otrzymujemy

|$BMS| =~ +|s<CAM|=~+ |4¥BAD|=~+ |4BCD| = |4ACD| = |<AEX|.
Na mocy twierdzenia sinuséw

|MS| _ (b—c)/2 _ (sin B —sin~)/2
[EA [EA sin(3/2 —v/2)

= sin(a/2).

Na mocy twierdzenia o tréjliciu zastosowanego do tréjkata BCD, a nastepnie zndéw
twierdzenia sinuséw, mamy
|BM|  a/2 (sina)/2

XE| ~ |BE|  sin(8/2++/2) sin(a/2).

Whioskujemy, ze trojkat BMS jest podobny do tréjkata X EA w skali sin(a/2).
7 tego otrzymujemy

|BS| ) ‘BR‘ B 2bccos§)(_:’;a)/2) e

sin(a/2)  sin(a/2)  sin(a/2)  b+c’

AX] =
co konczy dowdd.
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