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Organizacja konkursu

Czwarta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2012/2013. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaly si¢ w okresie
od stycznia do marca 2013r.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami i dyrekcjami szkot. Zrodtem aktualnych informacji o konkursie jest
strona internetowa wlm.wmsi.amu.edu.pl.

W konkursie wziglo udziat 22 uczniéw szkél srednich oraz jedna uczennica
gimnazjum. Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A
do konica stycznia 2013r., zestaw B do konca lutego 2013r., zestaw C do konca
marca 2013r. Kazdy zestaw liczyl 4 zadania, po jednym z kazdego z dzialow: algebra
z analiza, kombinatoryka, geometria, teoria liczb. Rozwiazania zadan oceniane byty
przez Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto otrzymaé jeden
duzy punkt i od 0 do 10 malych punktéw. W kilka dni po zakoiczeniu terminu
nadsylania rozwiagzan kazdego z zestawow, na stronie internetowej WLM ukazywat
sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie IV WLM odbylo si¢ 7 czerwca 2013r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Po oméwieniu
rozwigzan zadan, uczestnicy, ktérzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe.
Zakonczenie uswietnil wyklad dra hab. Macieja Kandulskiego pod tytulem A tak
wlasciwie, to o czym mowi matematyka...? Czyli wedrujgc po tematach.

Dodatkowo w ramach Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyty sie trzy wyktady,
z ktérych kazdy trwal 2 x 90 minut:

e 2 lutego prof. dr hab. Krzysztof Pawalowski wyglosit wyktad pod
tytulem Teoria weztow i splotow a topologia rozmaitosci niskowymiarowych.

e 9 marca dr Bartlomiej Bzdega wyglosit wyklad pod tytulem O réwnaniach
wielomianowych i teorii Galois.

e 6 kwietnia dr Malgorzata Bednarska-Bzdega wygtositla wyklad pod tytulem
Zbijak, kotko i krzyzyk oraz inne gry kombinatoryczne.

Osoby, ktore wystuchaly wykladéw, zostaly zaproszone na poczestunek przy kawie
i herbacie.



Komisja WLM

Przewodniczacy
e prof. dr hab. Krzysztof Pawalowski
Czlonkowie
e dr Matlgorzata Bednarska—Bzdega
e dr Bartlomiej Bzdega
e Jedrzej Garnek
Pomoc w organizacji konkursu
e Yukasz Nizio
e Piotr Mizerka

e Sylwester Swat
Wyniki konkursu

Komisja WLM postanowila przyzna¢ jedna nagrode stopnia pierwszego,
2 nagrody stopnia drugiego, 3 nagrody stopnia trzeciego oraz 4 wyréznienia. Obok
nazwisk laureatéw podajemy ich wyniki; pierwszy oznacza liczbe duzych, a drugi
(w nawiasie) malych punktéw.

Nagroda I stopnia

Grzegorz Adamski 12 (115)
Uczen 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Szamotulach.

Nagrody II stopnia

Sylwia Hodlik 11 (105)
Uczennica 3 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Koninie.

Mieczystaw Krawiarz 11 (100)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.



Nagrody III stopnia

Andrzej Szczesiak 8 (78)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Kamil Duczmal 8 (64)
Uczen 1 klasy VII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Klaudia Walkowiak 7 (70)
Uczennica 3 klasy II Gimnazjum w Puszczykowie.

Wyrdznienia

Agata Nowicka 6 (57)
Uczennica 1 klasy I Liceum Ogélnoksztatcacego w Jarocinie.

Katarzyna J6zwiak 6 (55)
Uczennica 1 klasy I Liceum Ogélnoksztatcacego w Jarocinie.

Marcin Drzewiecki 5 (44)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Tomasz Kaluzny 5 (42)
Uczen 1 klasy XVI Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Tresci zadan

Zestaw A

A1l. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna, ktéra jest mniejsza od iloczynu
swoich cyfr w zapisie dziesietnym.
A2, Liczby a, b, ¢, d sa calkowite dodatnie i r6zne. Udowodnié, ze przynajmniej dwie
sposréd liczb

|ab — ed|, |ac—bd|, |ad — bc|
sa wieksze od najmniejszej z liczb a, b, ¢, d.
A3. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia oraz niech A C {1,2,3,...,3n} bedzie

zbiorem k-elementowym. Kazdy podzbiér zbioru A ma sume elementéw rézna od k.
W zalezno$ci od n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe k.

Ad4. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Wykazaé, ze istnieje punkt P, lezacy na tej
samej plaszczyznie co trojkat ABC, dla ktérego zachodza réwnosci

AB? — CP? = BC? — AP? = CA% — BP?.



Zestaw B
B1. W pieciokacie wypuktym ABCDE spetnione sa réwnosci
JAEB = <BEC = <ADB = <BDC.
Udowodnié, ze AB = BC.
B2. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja réwnos$é¢ a + b+ ¢ = 1. Wykazaé, ze

3a71+3b71+3071
1—a2 1-02 1—¢27

B3. Na plaszczyznie lezy n > 3 punktéw. Wszystkie odcinki o koncach w tych
punktach maja rézne dlugosci. Wypiszmy te dlugosci w porzadku malejacym:
di >do>dg > ... Wykazac’, ze dy < dp+dp—1.

B4. Niech ¢ > 2 i n > 1 beda liczbami calkowitymi. Dowies¢, ze jesli liczba
a®® + a™ + 1 jest pierwsza, to n jest potega tréjki o wykladniku calkowitym
nieujemnym.

Zestaw C

C1. Dane sa liczby calkowite a > b > 0 oraz taka liczba pierwsza p > 3, ze p? jest
dzielnikiem a® — b3. Udowodnié, ze p < av/3.

C2. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta prostopadta do
C1, przechodzgca przez punkt I, przecina odcinki AC i BC' w punktach odpowiednio
PiQ. Wykazaé, ze AP + BQ < AB.

C3. W zaleznosci od liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe ciagéw (z1, za, .. ., T,)
liczb rzeczywistych, spelniajacych uktad réwnan

:E% =2x129 + 1,
a:% = 2xox3 + 1,
zfl_l =2x,_ 12, + 1,
x% =2x,x1 + 1.

C4. Kazdej parze uporzadkowanej (z,y) elementéw zbioru n-elementowego A
przyporzadkowujemy F'(z,y) € A, przy czym dla wszystkich z,y € A zachodzi
rownosé

F(F(x’y)vF(yam)) = F(F(y,a:),F(x,y))

Dowies¢é, ze istnieje przynajmniej n’/? uporzadkowanych czwoérek (a,b,c,d)

elementéw zbioru A, dla ktérych jednoczesnie zachodza réwnosci F(a,b) = F(c,d)
i F(bya) = F(d,c).



Szkice rozwigzan

A1l. WeZmy dowolna liczbe naturalna n i oznaczmy przez przez I(n) iloczyn jej cyfr,
przez k liczbe jej cyfr, a przez a jej pierwsza cyfre. Wtedy zachodza nieréwnosci

I(n) <a-91<a- 101 <n.

To dowodzi, ze nie istnieje liczba n, dla ktérej I(n) > n. O

A2. Bez straty og6lnosci mozna zaltozyé, ze a > b > ¢ > d. Wtedy |ab—cd| = ab—cd
oraz |ac — bd| = ac — bd. Mamy

ab—cd > ac—bd > (b+1)d —bd =d,

co dowodzi tezy. 0

A3. Rozwiazmy zbiér B = {1,2,...,n}U{k—1,k—2,...,k—n}. Jesli k = |A| > 2n,
to |B] = 2n i wtedy |AN B| > n+ 1. Zatem na mocy zasady szufladkowej, istnieje
taka liczba i € {1,2,...,n}, ze {i,k—i} C ANB C A, co jest sprzeczne z warunkami
zadania. Wobec tego k < 2n.

Na koniec zauwazmy, ze zbior

A={nn+1,....2n—1}U{2n+1,2n+2,...,3n}
posiada doktadnie 2n elementéw i spelnia warunki zadania. Zatem szukana liczba
jest k = 2n.

A4. Rozwazmy czworoscian ABC D o przystajacych Scianach, czyli taki, w ktérym
AB =CD, BC = AD, CA = BD. Czworoscian taki istnieje dla dowolnego tréjkata
ostrokatnego ABC. Niech DP bedzie wysokoécia czworoscianu ABCD.

D Na mocy twierdzenia Pitagorasa zachodzg
rownosci:
DP? = AD? — AP? = BC? — AP?
DP? = BD? — BP? = CA* - BP?
DP? = CD?* - CP? = AB* — CP~.
Okreslony punkt P spelnia warunki

zadania, zatem taki punkt istnieje dla
kazdego trojkata ostrokatnego ABC. O




B1. Udowodnimy najpierw, ze na pieciokacie ABC' DE mozna opisaé okrag.

Poniewaz <BDC = 4<BEC oraz punkty D i E

leza po tej samej stronie prostej BC (pieciokat D
ABCDE jest wypukly), wnioskujemy, Ze na
czworokacie BCDE mozna opisaé okrag.
Analogicznie udowadniamy, ze na czworokacie

ABDFE mozna opisa¢ okrag. Okregi te maja E
punkty wspdlne B, D, E, wiec sa identyczne

i opisane na pieciokacie ABCDE.

Teraz na mocy réwnosci katow < ADB = < BDC
wnioskujemy réwnoéé¢ tukéw AB i BC, a co za B
tym idzie, réwnosé odcinkéw AB i BC. O

B2. Na mocy tatwej do udowodnienia nieréwnosci 5 (5 + l) > Tiy’ prawdziwej

dla wszystkich z,y > 0, otrzymujemy

1 1 1 2 2
- + > —
2\1—a 1-0 2—a—1»b l1+e¢

oraz dwie nieréwnoéci analogiczne. Sumujac te nieréwnosci stronami, dostajemy

1 1 1 2 2 2

> .
17a+lfb+1fc 1+a+1+b+1+c

Dla z # +1 mamy 2 — 3 = 3224, zatem nieréwno$¢ ta jest réwnowazna tezie.
O

B3. Niech A i B beda takimi punktami sposréd n danych, ze AB = d;. Pozostale

punkty nazwijmy C1, Cs,...,C,_o w taki sposéb, by zachodzily nieréwnosci

maX{ACl, BCl} > maX{AC’Q, BCQ} > 00> max{ACn,g, BCn,Q}.

Wtedy max{AC,,_3, BC,,_2} < dp—1, gdyz mamy przynajmniej n — 2 odcinkéw
o wiekszej dlugosci (sa to AB oraz dluzszy z kazdej pary odcinkéw {ACy, BCy}
dlak =1,2,...,n—3). Zatem min{AC,,_o, BC,,_2} < d,,. Korzystajac z nieréwnosci
tréjkata, otrzymujemy

di < AC,_o+ BC,,_5 = maX{ACn_g, BCn_Q} + min{ACn_Q, BCn_Q}

<
g dn—l + dnv

co konczy dowdd. O



B4. Zalézmy nie wprost, ze n nie jest potega trojki. Wtedy n = 3% - m, gdzie 31 m
oraz m > 1. Mamy zatem a" = (a?’k)m = b™ dla pewnej liczby calkowitej b > 1.
Zauwazmy, ze

A" a1 ="+ 0"+ 1 =" B b+ 1)+ (T (0 - 1),

Jedna z liczb m + 1, m — 1 jest podzielna przez 3 i dodatnia, gdyz m > 1; oznaczmy
ja przez 3t. Na mocy réwnosci

Bt — 1= - 1)1+ +0°+ ... 43¢ D)

oraz b3 —1 = (b—1)(b? + b+ 1), wnioskujemy, ze liczba b*™ + b™ + 1 jest podzielna
przez b2 + b+ 1. Jest to dzielnik wladciwy, gdyz b > 11im > 1. Zatem a?" + a™ + 1
jest liczba zlozona. O

C1. Zachodzi oczywista réwnoéé a® — b® = (a — b)(a® + ab+ b?). Jesli p | a — b, to
p<a—b<a< aV3iteza zachodzi. W przeciwnym razie p? | a® + ab + b2, wiec
p? < a? 4 ab + b? < 3a? i réwniez teza zachodzi. O

C2. Niech K, L, M oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego w tréjkat ABC
do bokéw odpowiednio BC, C A, AB.

A M B

Punkt K jest spodkiem wysokosci trojkata prostokatnego CI@Q) opuszczonej na
przeciwprostokatna C'Q, wiec lezy on na odcinku CQ i w konsekwencji BK > BQ.
Analogicznie udawadniamy, ze AL > AP.

Poniewaz AL = AM i BK = BM, zachodzi nier6wnos§é

AP + BQ < AL + BK = AB,

co konczy dowdd. O



C3. Przyjmijmy z¢p = x,. Obrazem funkcji f : (0,7) — R okreslonej wzorem
f(x) = ctg x jest caly zbidr liczb rzeczywistych, mozemy wiec podstawi¢ x; = ctg «.
Otrzymujemy wtedy

2 -1  ctg?oy — 1

Tit1 21‘1 2Ctg Q; g a
Stad x; = ctg 2'a dla i = 0,1,...,n, gdzie 79 = ctg o oraz a € (0, 7). Poniewaz
Ty = Zp, mamy 2"a = o + km, stad a = 2,’?21. To daje doktadnie 2" — 2

mozliwych réznych wartodci «, ktérym odpowiadaja rézne wartosdci xg, czyli rézne
ciagi (z1,...,2,). Odpowiedzig jest wiec 2" — 2.

C4. Oprzemy si¢ na nastepujacym lemacie:

Lemat. Niech X 1Y beda zbiorami skoficzonymi i niech f : X — Y. Wtedy istnieje
przynajmniej | X|?/|Y| par (21, 72) elementéw zbioru X, dla ktérych f(z1) = f(z2).

Dowdd lematu: Niech Y = {y1,y2,...,Ym} oraz | X| = k; + ka + ... + kp, gdzie k;
elementéw zbioru X przyjmuje wartosé y;. Wtedy liczba takich par wynosi doktadnie
k¥+k3+...+k2,, cona mocy nieréwnosci miedzy érednia arytmetyczna i kwadratowa
jest nie mniejsze niz | X|?/|Y]. O

Rozwazmy teraz funkcje G : A x A — A x A okre$long wzorem
G(av b) = (F(av b)7 F(b’ a))

Niech B bedzie zbiorem wartosci funkeji G, natomiast C' zbiorem wartoséci G o G.
7 warunkéw zadania

G(G(a,b)) = G(F(a,b), F(b,a)) = (F(F(a,b),F(b,a)), F(F(b,a), F(a,b))) = (¢, c)

dla pewnego ¢ € A, z czego wnioskujemy, ze |C| < n. Zastosujmy udowodniony

wczesniej lemat do funkcji G : A — B oraz G : B — C. Wnioskujemy, zZe istnieje
. LAY . . . . . |BJ?
przynajmniej rpr i odpowiednio przynajmniej or par par ((a,b), (¢,d))

(réwnowaznie: czworek (a,b,c,d)), dla ktérych zachodzi réwnosé G(a,b) = G(c,d).
Pozostaje zauwazyé, ze

(max { A" 1B }) N (|A4)2 BE AP et

1Bl IC| el ’
oraz ze G(a,b) = G(c,d) jest rébwnowazne temu, ze zachodza jednocze$nie warunki
F(a,b) = F(c,d) i F(b,a) = F(d,c). O



