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Organizacja konkursu

Szosta edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyta si¢ w roku szkolnym
2014/2015. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywatly si¢ w okresie
od stycznia do marca 2015r.

Jak co roku, organizacje Ligi wsparla Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zaintersowanymi. W szkolach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wim.wmsi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.

W konkursie wzieto udzial 27 uczniow szkot érednich, w wigkszosci z Poznania
(16 wuczestnikéw) i Leszna (7 uczestnikéw). Uczniowie reprezentowali réwniez

Grodzisk WLKP, Jarocin, Mogilno i Ostréw WLKP (po jednym uczestniku).

Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia 2015r., zestaw B do konca lutego 2015r., zestaw C do konca marca 2015r.
Kazdy zestaw liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania zadan
oceniane byly przez Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo
otrzymacé jeden duzy punkt i od 0 do 10 punktéw. W kilka dni po zakoiczeniu
terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawdw, na stronie internetowej WLM
ukazywal sie aktualny ranking uczestnikow.

Zakonczenie VI WLM odbylo si¢ 19 czerwca 2015r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktérzy
wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe. Wszyscy obecni na zakoiczeniu
mogli wystucha¢ wykladu Jedrzeja Garnka (studenta IV roku matematyki)
pod tytutem Fraktale, metryki ¢ twierdzenie Banacha.

Komisja WLM

e Przewodniczacy:
prof. dr hab. Krzysztof Pawatowski.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw:
dr Matgorzata Bednarska—Bzdegga, dr Barttomiej Bzdega, Jedrzej Garnek.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe:
dr Bartlomiej Bzdega, Jedrzej Garnek, Yukasz Nizio, Piotr Mizerka,
Sylwester Swat.



Wyniki konkursu

Nagrody I stopnia

Mieczystaw Krawiarz 15 (145)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Wojciech Wawréw 15 (143)
Uczen 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego im. Sw. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Wojciech Chojnacki 15 (138)
Uczen 3 klasy Liceum Ogdlnoksztatcacego im. $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Nagroda II stopnia

Mikolaj Rakowski 12 (112)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Tomasz Stempniak 10 (96)
Uczen 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Ostrowie Wielkopolskim.

Bartosz Kopras 10 (94)
Uczen 3 klasy XVI Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Kamil Piechowiak 10 (91)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Konrad Hreczycho 9 (85)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogblnoksztalcacego w Poznaniu.

Tomasz Katuzny 9 (83)
Uczen 3 klasy XVI Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienia
Aleksandra Banach 7 (66)
Uczennica 3 klasy Liceum Ogoélnoksztatcacego w Grodzisku Wielkopolskim.

Michal Budzisz 6 (53)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Agata Chlebowska 5 (45)
Uczennica 1 klasy Zespohu Szkét Ponadgimnazjalnych w Jarocinie.

Kacper Bem 4 (47)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.



TresSci zadan

Zestaw A

A1. Kazdemu wierzchotkowi dwudziestoscianu foremnego przypisano jedna liczbe ze
zbioru {0,1,...,6}. Na kazdej $cianie zapisano sume liczb przypisanych jej
wierzchotkom. Udowodnié, ze na pewnych dwdch $cianach zapisano taka sama liczbe.

A2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Dwusieczne katéw ABC
i BCD przecinaja sie w punkcie P lezacym na odcinku AD. Wykazaé, ze P jest
$rodkiem odcinka AD.

A3. Niech z1, 25, ...,z bedg nieujemne oraz s, = W dlak=1,2,...,n.
Wykazaé, ze

Visi+D(sa+1) . (sp+1) < (z1+ 1) (a2 +1)... (2, + 1).

A4. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza, ktéra nie jest dzielnikiem zadnej z liczb
calkowitych a, b. Liczby a? + b% i a® + b® daja reszte 1 z dzielenia przez p. Dowieéé,
ze a + b+ 2 dzieli si¢ przez p.

AS5. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych istnieje taki wielomian n-tego
stopnia P(x) o wspélczynnikach rzeczywistych, ze wielomian Q(z) = P(x? + 1) jest
podzielny przez P(zx).

Zestaw B

B1. W czworokacie ABCD katy przy wierzchotkach B i C' sg proste. Punkt P lezy
na odcinku BC. Rozstrzygnaé, czy jest mozliwe, by trojkaty ABP, CDP i DAP
mialy jednakowe pola.

B2. Niech k£ i n beda liczbami calkowitymi dodatnimi spelniajacymi warunek
k < n < k2. Udowodnié, ze wéréd liczb

LIRS B o P et

jest przynajmniej jedna liczba nieparzysta.
(Uwaga: |x| oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x.)




B3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ciag (ai,as,...) liczb wymiernych dodatnich,
ze kazda liczba wymierna dodatnia wystepuje w nim doktadnie raz, a ponadto na,,
jest liczba naturalng dla wszystkich n > 1.

B4. Wyrézniono k sposrdéd 2" podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, przy czym k < 2™.
Dla kazdych dwoéch wyr6znionych podzbioréw A i B, podzbiory AUB i A\ B
réwniez sa wyrdznione. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktorej
powyzsza sytuacja jest mozliwa.

B5. Dany jest czworo$cian ABCD. Oznaczmy przez [ $rodek okregu wpisanego
w trojkat ABC. Punkt K lezy na krawedzi AD, przy czym % = w
Punkt L jest punktem przeciecia prostej Al z bokiem BC. Odcinki KL i DI
przecinaja si¢ w punkcie P. Dowiesé, ze IP = DP.

Zestaw C

C1. Niech p1,pa, ..., p, beda ré6znymi liczbami pierwszymi i niech zachodzi réwnosé
1 1 1 a
e S
P P2 Pn  P1P2---Pn

Udowodni¢, ze utamek znajdujacy sie po prawej stronie tej rownosci jest nieskracalny.

C2. Na ptlaszczyznie, lecz nie na jednej prostej, leza odcinki AB i C'D o jednakowej
dtugosci. Wykazaé, ze istnieje taki punkt P, ze tréjkaty ABP i CDP sa przystajace.

C3. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista ¢ o nastepujacej
wlasnosci: Jedli ciagi liczb rzeczywistych dodatnich (z1,...,2,) 1 (y1,...,Yn) maja
takie same wyrazy (choé¢ niekoniecznie w tej samej kolejnosci), to
1 + T2 +... LTn—1 + Tn 2 c
Yy1+y2 Y2+ Ys3 Yn—1+Yn  Ynth

C4. Na plaszczyznie zaznaczono n > 2 punktoéw, zadne trzy nie leza na jednej prostej
oraz odleglosci pomiedzy kazdymi dwoma z nich sa rézne. Nazwijmy odcinek AB
dziwnym, jesli punkt B jest polozony najblizej punktu A ze wszystkich pozostalych
zaznaczonych punktéw, a punkt A jest polozony najdalej od punktu B ze wszystkich
zaznaczonych punktéw. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe
dziwnych odcinkéw.

C5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, posiadajace dzielnik d > 2,
spelniajacy warunek NWD(n + 1,d — 2) > v/n + 1.



Szkice rozwigzan

A1l. Na kazdej $cianie zapisano liczbe ze zbioru {0,1,2,...,18} (19 mozliwosci),
a Scian jest 20. Wobec tego, na mocy zasady szufladkowej, pewne dwie zapisane
liczby sa jednakowe.

A2. Obliczmy najpierw

1 1 D
IBPC =180° — §<IABC’ - §<IBCD =90°. ¢

Zatem $rodek odcinka BC, nazwijmy go O,
jest takze $rodkiem okregu opisanego
na trojkacie BC'P. Stad

P O
JO0PB = 4OBP = < ABP,
wigc OP || CD || AB. Na mocy twierdzenia
Talesa DP €O
—— = =1, A B
PA OB

co konczy dowodd.

A3. Niech M = max{x1,x2,...,z,}. Jest jasne, ze s + 1 < M + 1, zatem

Vi +1) . @+ DS YM+D)n=M+1< (21 +1)... (2, + 1),
gdyz czynniki ostatniego iloczynu sa nie mniejsze od 1, a jednym z nich jest M + 1.
A4. Mamy (a3 + b%)2 =1 = (a® + b*)? (mod p), co po uproszczeniu daje
2a%b® = 3a%V?(a® 4 b?) = 3a%V*  (mod p).

Poniewaz a i b sa wzglednie pierwsze z p, kongruencje mozna podzieli¢ obustronnie
przez a?b?. Otrzymujemy 2ab = 3 (mod p). W takim razie

2=2(a’+0%) = (a+b)(2(a* + b%) — 2ab) = (a+b)(2—3) = —(a+b) (mod p),

co jest rownowazne tezie.



A5. Dla parzystych n taki wielomian istnieje. Niech n = 2k oraz P(z) = (22 —2+1)".
Wielomian ten ma stopiefi n, a ponadto dzieli Q(z), gdyz

Q)= (@ +1)> =@+ 1)+ 1)" = @* — 2> + 1)
=@ —z4+ D@2+ 2+ 1Dk = Pa) (2 +z+ 1)k
Dla nieparzystych n odpowiedz jest negatywna, co udowodnimy nie wprost. Zatézmy

wigc, ze wielomian Q(x) jest podzielny przez P(x). Wielomian P(x) ma nieparzysty
stopien, zatem posiada pierwiastek rzeczywisty, powiedzmy 1. Niech

rp1=ap+1 dlak=1,2,3,....

Jest jasne, ze 1 < z3 < x3 < .... Udowodnimy indukcyjnie, ze P(z;) = 0 dla
wszystkich £k = 1,2,.... Bedzie to poszukiwana sprzecznosé, gdyz wielomian nie
moze mie¢ nieskonczenie wiele pierwiastkéw.

Dla k = 1 teza zachodzi. Zakladamy indukcyjnie, ze P(x) = 0 dla pewnego k > 1.
Wowczas réwniez Q(xr) = 0, gdyz P(x) jest dzielnikiem Q(z). Stad

P(zp41) = P23 +1) = Q(zp) = 0,
co konczy krok indukcyjny.

B1. Wykazemy, ze to nie jest mozliwe.
Zalézmy bez straty ogélnosci, ze AB > CD.
Niech @) bedzie takim punktem, zeby CDQP
byl prostokatem. Przez [X] oznaczmy pole
figury &'. Wowczas

[CDP] = [PDQ] < [ADP],

przy czym réwnosé zachodzi tylko dla Q@ = A.
Jednak wtedy [ABP] = 0.

B2. Jest jasne, ze je$li 0 < z —y < 1, to |z] — |y] € {0,1}. Dla a > k mamy
n n n n
0<—— = — <1,
<3 a+1 a(a—&-1)<k2

zatem w danym ciagu wystepuja wszystkie liczby naturalne od |n/k] do |n/(2k)|
wlacznie. Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze

)= [ <53 <5

2k 2 2 Lk k

gdyz |n/k] > 1, bo n > k. Stad w zadanym ciagu wystepuja przynajmniej dwie
kolejne liczby naturalne. Wéréd nich jest liczba nieparzysta.




B3. Taki ciag istnieje. Zaczynajac od a1 =1 = %, skonstruujemy go rekurencyjnie.

Majac a1,...,a,—_1, wybieramy dowolne a,, = z—" spetniajace warunki:

(1) an # a1, ., an1; (2) qn | n; (3) pn + gn jest jak najmniesza.

Warunek (1) zapewnia, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu
co najwyzej raz; warunek (2), ze na, jest liczba naturalng dla wszystkich n.
Wystarczy zatem wykazaé, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu.

Ulamek Z spelnia warunek (2) dla wszystkich n bedacych wielokrotno$ciami g.
Poniewaz istnieje tylko skonczenie wiele utamkow o sumie licznika i mianownika
nie przekraczajacej p + ¢, warunki (1) i (3) gwarantuja, ze ktory$ z powyzszych
wyrazéw ciggu bedzie réwny g.

B4. Niech X = {1,2,...,n}. Udowodnimy, ze szukana liczba jest k = 2"~1.

Jedli wyrdinié wszystkie podzbiory zbioru X \ {n}, ktérych jest 2"~ to warunki
zadania beda spelnione. Pozostaje zatem wykazaé, ze jesli liczba wyrdznionych
podzbioréw przekracza 27!, to wszystkie zbiory sa wyréznione.

Wybierzmy dowolny x € X. Zbiory wyréznione dzielimy na dwie klasy:
postaci A; oraz postaci Ax U {z}, gdzie 41, A2 C X\ {z}.

Poniewaz liczba wyréznionych podzbioréw jest wigksza od liczby podzbioréw X \{z},
dla pewnego A C X \ {z} zbiory A1 AU {z} sa obydwa wyrdznione. Zatem takze
{z} = (AU{z}) \ A jest wyrézniony. Stad wszystkie jednoelementowe podzbiory X
sg wyrdznione, co prowadzi do wniosku, ze wyrdzniono wszystkie niepuste podzbiory.
Zbiér pusty réwniez jest wyrdézniony, gdyz § = X \ X.

B5. Niech r oznacza promien okregu
wpisanego w trojkat ABC, a h - wysokos¢ D
opuszczona 7z wierzchotka A. Woéwczas
na mocy twierdzenia Talesa
AL h AB+BC+CA AK K

IL 7 BC KD

Dalsza  cze$¢ rozwiagzania odbywa  sie
na plaszczyznie ADL. Niech M bedzie takim M
punktem na odcinku AK, ze IM || KL.
Stosujac dwukrotnie twierdzenie Talesa,
a nastepnie wczedniej udowodniona rownosé,
otrzymamy

IP MK 4 AK AR CAK

PD KD KD ~ KD b

co konczy dowodd.



C1. Poniewaz liczby pi1,p2,...,pn Sa pierwsze, wystarczy wykazaé, ze liczba a
nie jest podzielna przez zadna z nich. Niech

a; =22 P i =1,2,... 0.
b
Wtedy L+ = —% zatem
Di P1P2---Pn’
1 1 1 a1 +ax+...+a
44— =1T =,
p1 P2 Pn pip2...Pn

Stad wnioskujemy, ze a = a1 +az+. ..+ ay. Pozostaje zauwazy¢, ze p; | a; dla j # i,
ale p; 1 a;. Wobec tego p; ta dlai=1,2,...,n, co konczy dowdd.

C2. Jesli AC || BD i AD || BC, to ACBD jest réwnoleglobokiem o przekatnych
tej samej dlugosci, wiec jest prostokatem. Wtedy jako punkt P mozna wziaé¢ Srodek
boku BC.

W przeciwnym wypadku mozna bez straty B
ogélnosci zaltozyé, ze AC Jy BD. Wéwezas
symetralne odcinkéw AC i BD przecinaja //"

; > D

sie w pewnym punkcie. Udowodnimy, ze
jest to szukany punkt P.

Mamy AP = CP i BP = DP, wiec

tréjkaty ABP i CDP sa przystajace
na mocy cechy (b,b,b).

Pozostaje zauwazyé, ze tak okreslony :
punkt P nie lezy na odcinkach AB i CD. A

C3. Udowodnimy, ze niezaleznie od n mamy ¢ = 1. Jest jasne, ze

1 T Ty > 1 I Tn :x1+...+xn
Y1+ Y2 Yn+Y1 Y1 +...+Un n+t...+yn Y1 t+...+yn

Rozwazmy teraz x; = y; = a* dlai = 1,...,n, gdzie a = n/e, ¢ > 0. Wtedy

2 n—1 n

. + 2
v+ye O yn+yn a+a®  a?+a® 7 anl4a"  an+a
n—1 a™ n
= + < 4tl=1+e.

a+1 a™ +a a

Liczba ta moze by¢ dowolnie bliska 1, gdyz € mozemy wziac dowolnie mate.



C4. Dla dowolnego n > 2 istnieje rozmieszczenie punktéw z przynajmniej jednym
dziwnym odcinkiem: wystarczy najpierw wybra¢ n—1 punktéw zgodnie z warunkami
zadania, a nastepnie doda¢ n-ty punkt X wystarczajaco daleko od nich. Wéwczas
punkt X i punkt polozony najblizej niego sa koncami dziwnego odcinka.

Teraz udowodnimy nie wprost, ze liczba dziwnych odcinkéw nie przekracza 1.
Zalézmy zatem, ze istnieja przynajmniej dwa dziwne odcinki. Nalezy tu rozwazyé
dwa przypadki.

1. Odcinki AB i BC sg dziwne. Niech A bedzie najblizszy dla B. Wtedy C
jest najdalszy dla B, B jest najdalszy dla A oraz B jest najblizszy dla C.
Otrzymujemy stad AB < BC < CA < AB, sprzecznos¢.

2. Odcinki AB i CD sa dziwne. Niech A bedzie najblizszy dla B, natomiast B
najdalszy dla A. Ponadto niech C' bedzie najblizszy dla D oraz D najdalszy
dla C. Wtedy CD < AD < AB < BC < CD, sprzecznos¢.

Podsumowujac, najwieksza liczba dziwnych odcinkéw, niezaleznie od n, wynosi 1.
C5. Niech a = NWD(n + 1,d — 2) oraz n = dm. Poniewaz d —2 > a > vn + 1 > /n,
otrzymujemy m < \/n, wiec d > m + 3.

Z podzielnoéci a | n+1—m(d —2) = 2m + 1 wnioskujemy, ze 2m+1>a > /n + 1.
Po podniesieniu obu stron do kwadratu, otrzymamy

dm* +4m+1>n+1=md+1,

z czego wynika, ze d < 4m + 3.

Zachodzi réwniez podzielnosé a | 2m + 1 — (d — 2) = 2m — d + 3. Udowodnimy
nie wprost, ze 2m — d + 3 = 0. Istotnie, jesli 2m — d + 3 # 0, to

|2m —d+ 3| > a > Vn+1=+vmd+1,
co po ubustronnym podniesieniu do kwadratu i uporzadkowaniu daje
(d—m)(d—4m —6)+8> 0.

Jednak ze wczesniejszych rozwazan wynika, ze d —m > 3 oraz d — 4m — 6 < —3,
wiec powyzsza nierownos$¢ nie moze mieé miejsca.

Udowodnilidmy zatem, ze d = 2m + 3, wiec n = m(2m + 3). Bezposredni rachunek
pokazuje, ze wszystkie te liczby dla catkowitych m > 1 spelniaja warunki zadania:

NWD(n + 1,d — 2) = NWD(2m? + 3m + 1,2m + 1) = NWD((2m + 1)(m + 1),2m + 1)
=2m+1=vV4Am2 +4m+1>V2m2+3m+1=Vn+ L.
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