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Organizacja konkursu

Dziewiata edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyta sie w roku szkolnym
2017/2018. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Jak co roku, organizacje Ligi wsparta Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zainteresowanymi. W szkotach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wim.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.

W konkursie wzielo udzial 22 uczniéw szkét srednich oraz trzech gimnazjalistow.
Uczniowie reprezentowali Poznan (16), Leszno (3), Szamotuly (2) oraz Gniezno,
Kalisz, Ostréw Wielkopolski i Rokietnice (1). W tej edycji konkursu po raz pierwszy
zwyciezyli gimnazjalidci.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca. Kazdy z zestawéw
liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania oceniane byly przez
Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymaé¢ od 0 do 10
punktow. W kilka dni po zakoniczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z ze-
stawow na stronie internetowej WLM ukazywal sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie IX WLM odbylo si¢ 25 maja 2018 r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy,
ktorzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe. Wszyscy obecni na zakon-
czeniu mogli wystuchaé¢ wyktadu pod tytulem Magiczne kwadraty, ktory wyglosit
dr Bartlomiej Bzdega.

Komisja WLM

e Zespot oceniajacy prace uczestnikdw:
dr Bartlomiej Bzdega, dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega,
mgr Jedrzej Garnek, mgr YLukasz Nizio, mgr Piotr Mizerka, Sylwester Swat.

e Zespdl przygotowujacy zestawy zadan:
Kacper Bem, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Jedrzej Garnek,
Mieczystaw Krawiarz, Patryk Matusiak, Wojciech Wawréow.

e Autorzy zadan: dr Bartlomiej Bzdega (A1, A2, A5, B1, B2, B4, B5, C1, C2,
C3, C4, C5), mgr Jedrzej Garnek (A4), Wojciech Wawréw (A3, B4).



Wyniki konkursu

Nagrody I stopnia

Cezary Botta (141)
Uczen 3 klasy oddzialéw gimnazjalnych SP im. Noblistéw w Rokietnicy.

Oliwier Urbanski (138)
Uczen 2 klasy oddzialéw gimnazjalnych 28 SP w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Natalia Adamska (128)
Uczennica 1 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Szamotulach.

Kosma Kasprzak (124)
Uczen 2 klasy oddzialéw gimnazjalnych XXXVIII Liceum w Poznaniu.

Michat Lopatka (112)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Maksymilian Manko (90)
Uczen 2 klasy International School of Poznan.

Antoni Solarski (87)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Jacek Jedruszek (86)
Uczen 3 klasy IIT Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienia
Piotr Kaminski (79)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Klaudia Tarabasz (78)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Mikotaj Chmielecki (76)

Uczen 2 klasy Liceum Ogoélnoksztatcacego w Ostrowie Wielkopolskim.
Pawel Filipiak (72)

Uczen 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Szamotutach.

Wojciech Doberschiitz (70)
Uczen 2 klasy II Liceum Ogoélnoksztalcacego w Gnieznie.



TresSci zadan

Zestaw A

A1l. Oznaczmy przez S(k) sume cyfr liczby naturalnej k w zapisie dziesigtnym.
Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 1, ktére spelniaja réwnosé S(11™) = 2.

A2. Dowiesé, ze dla kazdego naturalnego n > 1 zachodzi nieréwnosé

1+ 1 + 1 + +1>1
n n+l n+2 7 3n '

A3. Trojkat ABC wpisany jest w okrag o srodku O i promieniu R. Proste AC
i BC przecinaja symetralng odcinka AB w punktach odpowiednio P i Q.

Wykazaé, ze R = OP - OQ.
A4. Funkcja f: N — N, spelnia dla kazdej liczby naturalnej n > 0 réwnosc¢

SO f(n)..)) =n.

———

n
Wykazaé, ze dla nieskonczenie wielu n zachodzi podzielnosé n | f(n).
AS5. Ustalmy liczbe naturalna n > 2. Bedziemy dalej rozwazaé ciagi n-elementowe,
z ktorych kazdy zawiera wszystkie liczby naturalne od 1 do n, w pewnej kolejnosci.
Nazwijmy dwa takie ciagi (a1, as9,...,a,) 1 (b1,ba,...,b,) podobnymi, jesli
a; = b; dla przynajmniej jednego i € {1,2,...,n}.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwicksza liczbe k, dla ktérej prawdziwe jest zdanie:
Istnieje k réznych ciagow, z ktorych kazde dwa sa podobne.

Zestaw B

B1. Tréjkat ABC jest prostokatny. Punkt C’ jest spodkiem wysoko$ci tego trdj-
kata, opuszczonej na przeciwprostokatng AB. Punkty K i L leza odpowiednio na
odcinkach AC i BC, przy czym CK = CL = CC'. Proste AC' i LC' przecinajg sie
w punkcie P, a proste BC i KC’ w Q. Dowie$¢, ze AP + BQ = AB.

B2. Na okregu o srodku O pomalowano na czerwono pewna liczbe roztacznych
hukéw wraz z koncami. Laczna dhugosé wszystkich czerwonych tukéw jest wieksza niz
polowa dlugosci okregu. Dowiesé, ze jesli 0° < a < 180°, to istnieja takie czerwone
punkty A i B, ze <AOB = a.



B3. Liczba naturalna n > 1 jest nieparzysta. Dla k € {1,2,...,n} niech a; bedzie
liczba naturalna, dla ktorej zachodza nieréwnosci

2l < 2 <2,
Dowiesé, ze a1 + a3z +as + ...+ a, =n.
B4. Pieciokat ABCDFE jest wypukly i spelnia warunki
AB | CE, BC || DA, CD || EB, DE || AC.
Wykazaé, ze EA || BD.

B5. W ciagu (a1, az,as, ..., as,) wystepuja liczby 11 —1, kazda z nich po 2n razy.
Wyznaczy¢ najwigksza mozliwag warto$¢ wyrazenia

’11111203 + 20304 + A30405 + ...+ Q4n—204n—104n + Q4n—104n01 + Q4n0Q102).

Zestaw C

C1. Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Dowied¢, ze wéréd dowolnie wybranych 3n
punktéw plaszczyzny o obu wspélrzednych ze zbioru {1,2,...,n} mozna wskazaé

— —
takie cztery rézne punkty A, B, C'i D, ze AB =CD.

C2. Trzy cieciwy pewnego okregu przecinaja sie¢ w punkcie P réznym od jego srodka
O, kazde dwie pod katem 60°. Dowie$¢, ze Srodki tych cieciw sa wierzchotkami
tréjkata réwnobocznego.

C3. Niech P(z) = 2" + ap_12" ' + ap_22" 2 + ... + a2 + ap bedzie wielomia-
nem o wspoélezynnikach rzeczywistych oraz niech Q(x) = P(P(x)). Udowodnié, ze
jesli P posiada pierwiastek rzeczywisty dodatni, to  rowniez posiada pierwiastek
rzeczywisty dodatni.

C4. Okrag o jest czescia wspdlng sfer s; i so. Trzy rozne punkty A, B i C lezg na
okregu o, a punkt P lezy na zewnatrz sfer s; i so.

Prosta PA przecina sfery s; i s w punktach odpowiednio A; # A i Ay # A.
Prosta PB przecina sfery s1 i so w punktach odpowiednio B; # B i By # B.
Prosta PC przecina sfery s; i s w punktach odpowiednio Cy # C'i Cy # C.
Dowie$é, ze plaszczyzny A1 B1C1 i As BoCs sa rownolegle.

C5. Niech d(k) oznacza ilo$¢ dzielnikéw liczby naturalnej k. Ustalmy liczbe rzeczy-
wista a > 1. Dowiesé, ze
d(1 d(2 d(3 d 1 1 1 1
Q) , d2)  d6) (n)

< _—
al a? a3+ +a” a1—1+a2—1+a3—1+ +a"—1

dla wszystkich naturalnych n > 1.



Szkice rozwigzan

A1l. Latwo sprawdzié, ze réwnosé S(11") = 2™ zachodzi dla n = 1,2, 3,4. Zastosu-
jemy indukcje, aby wykazaé, ze S(11™) < 2™ dla n > 5. Dla n = 5 ta nieréwno$é¢
zachodzi. Przypusémy, ze S(11%) < 2% dla pewnego k > 5. Wowczas
S(11My = §(11 - 11%) = S(10 - 1% + 11%)
< S(10-11%) + S(11%) = 25(11%) < 2. 2k = o~+1

gdyz algorytm dodawania pisemnego gwarantuje, ze S(a + b) < S(a) + S(b) dla
naturalnych a i b. Szukanymi liczbami sa zatem 1, 2, 3 i 4.

A2. Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia harmoniczna a arytmetyczna dla liczb
n,n+1,...,3n, otrzymujemy

2n +1 <n+(n+1)+...+3n

1 1 TS o+ 1 = 2n.

Wobectego%—i—n%_l—i—...—i—gin >%>1.

A3. Teza zachodzi trywialnie gdy AC' = BC'. Niech, bez straty ogdlnosci, AC' > BC.
Nalezy uwzgledni¢ dwa przypadki: 8 < 90° oraz
G > 90° (jesli 8 = 90°, to prosta BC' nie prze-
cina symetralnej odcinka AB).

Rozwazmy pierwszy z nich. Trojkat AOC' jest
rownoramienny, gdyz OA = OC = R. Stad

SACO ~ 180 72<1AOC _ 180 27 23

=90° — 8 = ¥BQM.

Zatem trojkaty COP i QOC sa podobne na
mocy cechy (kk). Wobec tego

0Q CO

CO ~ OP’
7 czego wnioskujemy, ze OP-0Q = OC? = R?,
co konczy dowdd.

Przypadek B > 90° przebiega podobnie.
Rachunkiem na katach dochodzimy do podo-
bienstwa tréjkatéw COP i QOC, z ktérego w wyzej opisany sposéb wynika teza.



A4. Wezmy dowolne naturalne n > 0. Rozwazmy nastepujacy ciag (a;)i>o:
ap =N, Aij+1 = f(al) dla ¢ 2 0.

Z warunkéw zadania mamy a, = n, wiec liczba n pojawia sie w ciagu (a) nie tylko
jako zerowy wyraz. Wobec tego mozemy wybraé¢ najmniejsze takie ¢ > 0, dla ktérego
a; = n = ag. Indukcyjnie mamy agi; = ax dla wszystkich & > 0, wiec ciag ten jest
okresowy z okresem zasadniczym t. Wobec tego rownoé¢ ai = n zachodzi tylko dla
t | k. Wnioskujemy stad, ze t | n.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla ciggu, ktéry rozpoczyna sie wy-
razem by = f(n). Woéwczas mamy b; = a;+1, wiec ciag (b) réwniez ma okres t.
Analogicznie dowodzimy, ze t | f(n).

Jesli n = p jest liczba pierwsza, to t = 1 lub ¢ = p. W pierwszym przypadku mamy
f(p) =p,awdrugim ¢ | f(p) — w obydwu spelniona jest podzielnosé p | f(p). Dowdd
jest zakonczony, gdyz liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

A5. Wykazemy, ze szukana liczbg jest k = (n—1)!. Na poczatek zauwazmy, ze kazde
dwa ciagi koniczace sie liczba n sa podobne, a jest ich wlasnie tyle.
Dla danego ciagu (a1, as,...,a,) rozwazmy jego cykliczne przesuniecia:

(a27a37"'7an7a1)7 (a37~'~7anaa1;a2)7 EERE (an7a17a27"'aan—l)~

W ten spos6b podzielimy zbiér wszystkich mozliwych n! ciagéw na n-elementowe,
rozlaczne klasy. Zadne dwa ciggi z jednej klasy nie sa podobne, wiec mozemy wybraé
co najwyzej jeden ciag z kazdej klasy. To dowodzi, ze nie mozna wybraé¢ wiecej niz
n!/n = (n — 1)! ciagbéw.

B1. Mamy CC' = CL, wiec

180° — « o
/ = 077'
JCC'L = 5 =90 5

Stad

qAOP:qBUL:%.

Kat zewnetrzny przy wierzchotku A
trojkata AC'P ma miar¢ «, wigc
JAPC' 4+ 4 AC'P = a. Z tego wynika, ze SAPC’ = SAC'P = §, wicc AP = AC".
Analogicznie dowodzimy, ze BQ = BC". Ostatecznie

AP + BQ = AC' + BC' = AB.



B2. Niech f oznacza obrét o kat o wokol punktu O, w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara.

f(P)

P

Dla kazdego czerwonego punktu P malujemy na niebiesko
punkt f(P). Zbiér niebieskich punktéw powstaje ze zbioru
czerwonych przez obroét o kat o wokot punktu O. Zatem suma
dtugosci niebieskich tukéw jest taka sama jak suma diugo-
Sci czerwonych (w szczegblnosci wieksza od polowy dlugosci
okregu) i kazde dwa niebieskie tuki sg rozlagczne.

Z tego wynika, ze co najmniej jeden punkt okregu
jest jednoczesnie czerwony i niebieski. Nazwijmy go B.
Z okreslenia niebieskich punktéw wynika, ze B = f(A)
dla pewnego czerwonego punktu A. Wtedy < AOB = «, przy
czym punkty A i B sg czerwone.

B3. Kazda liczbe catkowita dodatnia ¢ mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci

c=k-2m,

w ktorej k jest liczba nieparzysta, a m liczbg catkowita nieujemna. Liczbe k nazwijmy
cze$ciq nieparzystq liczby c.

W zbiorze {1,2,3,...,n} czesé nieparzysta réwna k maja liczby k, 2k, 4k, ..., 201k,
gdyz z treéci zadania 2%+ 1k < n < 2% k. Mamy wiec ay, liczb z czedcig nieparzysta
kdlak=1,3,5,...,n. Z tego wynika, ze suma a; + ag + as + ... + a, jest réwna
liczbie elementéw zbioru {1,2,3,...,n}, czyli n.

B4. Niech [F] oznacza pole figury F. Z réwnole-

glosci EC' || AB wynika, ze [EAB] = [ABC], gdyz
tréjkaty te maja wspolng podstawe AB, od ktorej
wierzchotki E' i C' sa réwnoodlegle. W analogiczny
spos6b dowodzimy kolejno réwnosci poél

[EAB] = [ABC] = [BCD)]
= [CDE] = [DEA].

Z réwnosci [EFAB] = [DEA] wynika, ze punkty B
i D sa réwnoodlegte od prostej EA. Wobec wypu-

klosci pieciokata ABCDE prowadzi to do wnio-

sku, ze EA || BD.



B5. Niech
az =ag =ag =...=ag, =1, a3n+1 = 3pt+2 = ... = G4p = 1,

pozostale wyrazy réwne —1. Wtedy wartos¢ wyrazenia z zadania wynosi 4n — 4.
Wykazemy, ze jest to najwigksza mozliwa warto$¢. Polézmy

Si = QAjGi11A;42 € {1, —1} dlai=1,2,...,4n,

przy czym przyjmujemy Gqn+1 = a1 1 Gant+2 = ao. Szukamy najwickszej wartosci
bezwzglednej wyrazenia
S:81+82+...+S4n.

Poniewaz 5183 ...84n, = (a1as...a4,)% = (12" - (=1)?")3 = 1, w sumie S parzysta
liczba sktadnikéw jest rowna —1. Niech 2k oznacza liczbe skladnikéw réwnych —1,
oczywiscie k jest catkowite nieujemne. Wtedy

S =—=2k+ (4n — 2k) = 4(n — k),

zatem 4 | S. Wystarczy wiec wykazadé, ze |S| # 4n.

Przypuéémy, ze S = 4n; rozumowanie dla S = —4n przebiega analogicznie. Wtedy
81 = 83 = ... = 84, = 1, wiec w kazdej z 4n trdjek (a;,a;11,a,12) sa trzy jedynki
albo jedna. Poniewaz lacznie we wszystkich tréjkach jest 6n jedynek, w co najmniej
jednej z nich muszg by¢ trzy jedynki. Niech wiec a; = aj41 = aj42 = 1.

7 réwnosci s; = s;41 otrzymujemy a; = a;y3, co pozwala udowodni¢ przez indukcje,
7€ a1 = Qg = ... = a4n, = 1. Jest to poszukiwana sprzecznoéc.

C1. Rozwazmy te proste ¢1,fs,...,¢,, rownolegte do osi OY, na ktérych znaj-
duje sie co najmniej jeden wybrany punkt. Niech k; oznacza liczbe wybranych
punktéow na prostej ¢; dla ¢ = 1,...,m. Oczywiscie k1 + ko + ... + k,, = 3n.

Przez A; oznaczmy ten wyrézniony punkt na prostej
y ¢;, ktéry ma najmniejsza rzedna (czerwone punkty

na rysunku). Rozwazmy odcinki réwnolegle do osi
: . : OY o koncach w wyrédznionych punktach, z ktorych
¢ Lo ! jeden jest czerwony. Takich odcinkéw jest
! e * k1= + (k=1 +...4+ (kn—1) =3n—m = 2n,
I I ° I
1 ;Azl | a dlugo$¢ kazdego =z mnich nalezy do zbioru
1 L A, {1,2,...,n — 1}. Poniewaz 2n > (n — 1), na mocy
‘.Al Lo As i zasady szufladkowej mamy dwa rézne takie odcinki,
5.1 é; 5‘3 . g‘ " ktére maja jednakowa dlugosc Nlech beda to odcinki

A;P i A;Q. Oczywiscie A P=A0 Q.

Pozostaje tylko zauwazy¢, ze A; # Aj, bo w przeciwnym razie byloby P = @,
a odcinki A; P i A;Q sa rézne. Z tego wynika, ze A;, A;, P i () sg czterema réznymi
punktami spelniajacymi zadany warunek.



C2. Niech K, L i M beda érodkami cieciw odpo-

wiednio AD, BE i CF, spelniajacych zalozenia <
zadania. Wéwcezas OK LAD, wiec punkt K lezy
na okregu w o §rednicy OP. Analogicznie jest dla ~ F
punktéow L i M. Kat ostry pomiedzy prostymi
OK i OL jest taki sam jak kat ostry pomiedzy
prostymi AD i BE, gdyz sa do nich odpowiednio (A
prostopadte. Wobec tego A vv

JKOL =60° lub <KOL =120°. B

W  obydwu przypadkach krétszy tuk KL C

1 . . .
wyznacza 3 okregu w. Analogicznie rozumujemy

dla tukéw LM i M K. To pozwala wywnioskowaé, ze KL = LM = MK, wiec KLM
jest tréjkatem réwnobocznym.

C3. Niech zy > 0 oraz P(z9) = 0. Mamy P(x) — +oo dla x — +o00. Na mocy
wlasnosci Darboux istnieje takie z1 € (xg,00), ze P(x1) = zo. Wtedy

Q(z1) = P(P(x1)) = P(z0) = 0,
przy czym x; > xg > 0, co konczy dowdd.

C4. Jesli punkt P lezy na plaszczyinie ABC, to teza

zachodzi trywialnie. W przeciwnym razie niech okregi P
01 1 02 beda przekrojami sfer odpowiednio s; i so plasz- B o
czyzng PAB. A ! !
Korzystajac z potegi punktu P wzgledem okregow 1
01 oraz 09, otrzymamy odpowiednio réwnosci
PA.PA, = PB-PB,, PA-PAy—PB-PBy. A B
By
Dzielac je stronami dostaniemy
PAy,  PB
PA, PBy’
co jest réwnowazne stwierdzeniu, ze A;B; || AxBs. 02

Analogicznie dowodzimy, ze B1Cy || B2Cs. Z tych dwéch A,
rownoleglosci wynika, ze plaszczyzny A1 B1Cy i A3 BoCy
sa réwnolegle.
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C5. Na mocy wzoru na sume wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego
zachodzi réwnos¢

1 1 1 1
+a7k+aﬁ+”':a T dlak=1,2,...,n.

ak

Sk

Wyraz a%n wystepuje w sumie Sy, tylko wtedy, gdy k | m. To oznacza, ze w wyrazeniu
S1+ ...+ S, skladnik aim wystepuje tyle razy, ile dzielnikéw nie przekraczajacych

n ma liczba m. Oznaczmy te liczbe przez d'(m). Mamy zatem

L et :Sl+'..+5n:§:d’(m)>§n:d’(m)zzd(m)'

al —1 a” —1
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